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Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

ðàññìîòðèì ïðÿìî-äâîéñòâåííóþ ïàðó çàäà÷ ËÏ

min
x≥0

⟨c, x⟩ : Ax = b

max
s≥0,y

⟨b, y⟩ : s + AT y = c

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ïàðû (x , s, y):

Ax = b

s + AT y = c

x ≥ 0

s ≥ 0

xi si = 0 äëÿ âñåõ i
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Èäåÿ ìåòîäà

ñîõðàíÿåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé äîïóñòèìîñòè

ïðèáëèæàåì óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè óñëîâèåì

x • s ≈ µ · 1, µ→ 0

çäåñü • � ïî-ýëåìåíòíîå óìíîæåíèå

ïûòàåìñÿ ñòðåìèòü ïðîèçâåäåíèÿ xi si ê íóëþ ñ îäíîé è òîé æå

ñêîðîñòüþ

ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ax = b, s + AT y = c , x • s = µ · 1

ðåøàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííî ìåòîäîì Íüþòîíà
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àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà óñëîâèÿ

êîìïëåìåíòàðíîñòè xi si = 0 ãèïåðáîëàìè
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Ñòðóêòóðà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

Ëåììà

Äîïóñòèì, ÷òî ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ ËÏ ñòðîãî äîïóñòèìû.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn
++ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî

äîïóñòèìàÿ ïàðà òî÷åê (x , s) òàêàÿ, ÷òî z = x • s.

ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû òî÷åê èìååì x • s > 0

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå

(x , s) 7→ x • s

åñòü áèåêöèÿ âíóòðåííîñòè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ XP × XD

äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé ËÏ íà îòêðûòûé

îðòàíò
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Äîêàçàòåëüñòâî

ïóñòü äàíî z > 0

ðàññìîòðèì çàäà÷ó

min
x≥0

(
⟨c , x⟩ −

n∑
i=1

zi log xi

)
: Ax = b

ôóíêöèÿ öåíû ñòðîãî âûïóêëà, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî òî æå,

÷òî â ïðÿìîé ËÏ,

íà ãðàíèöå ôóíêöèÿ ðàâíà +∞

åñëè çàäà÷à íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ñóùåñòâóåò ðåöåññèâíîå

íàïðàâëåíèå δ ≥ 0, Aδ = 0, íà êîòîðîì ⟨c, δ⟩ ≤ 0

äëÿ äîïóñòèìîãî s = c − AT y ïîëó÷àåì ⟨s, δ⟩ = ⟨c , δ⟩ ≤ 0,

ïðîòèâîðå÷èå ñî ñòðîãîé äîïóñòèìîñòüþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

çíà÷èò ñóùåñòóåò åäèíñòâåííîå ñòðîãî äîïóñòèìîå ðåøåíèå
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L = ⟨c , x⟩ −
n∑

i=1

zi log xi − ⟨y ,Ax − b⟩

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè

c −∆zx
−1 − AT y = 0

òî÷êà s = ∆zx
−1 ñòðîãî äîïóñòèìà, è z = x • s

ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè s = ∆zx
−1 äîïóñòèìà, òî x

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
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Öåíòðàëüíûé ïóòü

ðåøåíèå � ïðîîáðàç òî÷êè z = 0 ïðè áèåêöèè

(x , s) 7→ z = x • s

ìåòîä íàõîäèò ïðåäåë ïðîîáðàçà ëó÷à

z = {µ · 1 | µ ∈ R++}

ýòà êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå (x , s) íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïóò¼ì

öåíòðàëüíûé ïóòü ïàðàìåòðèçîâàí ïàðàìåòðîì µ > 0
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Íàïðàâëåíèå Íüþòîíà

äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êó (x∗µ, s
∗
µ) íà öåíòðàëüíîì ïóòè,

íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó

Ax = b, s + AT y = c , xi si = µ ∀ i

ïóñòü òåêóùàÿ òî÷êà (x , s, y) ñòðîãî äîïóñòèìà, òîãäà ñìåùåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò

Aδx = 0, δs + AT δy = 0, ∆xδs +∆sδx + δx • δs = µ · 1− x • s

ëèíåàðèçàöèåé ïîëó÷àåì ñèñòåìó 0 A 0

AT 0 I
0 ∆s ∆x

δyδx
δs

 =

 0

0

µ · 1− x • s


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Íàïðàâëåíèå Íüþòîíà

óìíîæàåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà A∆−1
s 0 A 0

AT 0 I
0 A A∆x/s

δyδx
δs

 =

 0

0

A(µ · s−1 − x)


óñòðàíÿåì δx(

AT I
0 A∆x/s

)(
δy
δs

)
=

(
0

A(µ · s−1 − x)

)
óìíîæàåì ïåðâóþ ñòðîêó íà A∆x/s(

A∆x/sA
T A∆x/s

0 A∆x/s

)(
δy
δs

)
=

(
0

A(µ · s−1 − x)

)
óñòðàíÿåì δs

A∆x/sA
T δy = A(x − µ · s−1)
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Íàïðàâëåíèå Íüþòîíà

ñèñòåìà èìååò ðàçìåðíîñòü m, ðàâíóþ ÷èñëó óñëîâèé ðàâåíñòâà

åñëè n −m≪ m, èìååò ñìûñë ïåðåéòè ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å

ìàòðèöà ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ìîæíî ðåøàòü

÷åðåç ôàêòîðèçàöèþ Õîëåöêîãî

ïîëó÷àåì ðåøåíèå

δy = (A∆x/sA
T )−1A(x − µ · s−1)

δs = −AT δy ,

δx = µs−1 − x −∆x/sδs

íî (x + δx , s + δs) ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
ïîëîæèòåëüíîñòè
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Øèðîêàÿ îêðåñòíîñòü

ìû íå õîòèì ñëèøêîì äàëåêî óõîäèòü îò öåíòðàëüíîãî ïóòè

îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü

Nγ = {(x , s) ∈ XP × XD | min
i
(xi si ) ≥ γψ(x , s)}

ãäå ψ(x , s) = ⟨x ,s⟩
n � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèé xi si

òèïè÷íîå çíà÷åíèå γ = 10−3

Nγ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ñèìïëèöèàëüíîãî êîíóñà â

ïðîñòðàíñòâå z = x • s, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ñìåùåíèåì

ôàñàäîâ îðòàíòà âíóòðü
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Äëèíà øàãà

øàã èìååò âèä

(x , s, y)← (x ′, s ′, y ′) = (x + αδx , s + αδs , y + αδy )

ãäå α � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì (x ′, s ′, y ′) ∈ Nγ

z = x ′ • s ′ � êâàäðàòè÷íà ïî α,

ψ(x ′, s ′) =
⟨x + αδx , s + αδs⟩

n
= ψ(x , s) +

α(⟨x , δs⟩+ ⟨δx , s⟩)
n

ëèíåéíà

íóæíî ðåøèòü n êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé
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îáðàç â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ z ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé,

êîòîðàÿ ñíîâà ïðèõîäèò íà ãðàíèöó îêðåñòíîñòè Nγ
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Äðóãèå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà

îáíîâëåíèå µ

äëèíà öåíòðàëüíîãî ïóòè ïðîïîðöèîíàëüíà − logµ

ìàëîå µ îçíà÷àåò äàë¼êóþ öåëåâóþ òî÷êó � ëèíåéíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ìåíåå òî÷íàÿ

ìåäëåííîå ïîíèæåíèå µ îçíà÷àåò íåáîëüøîé ïðîãðåññ

ìîæíî ïîëàãàòü µ = θ · ψ(x , s), θ ∈ (0, 1)

íà öåíòðàëüíîì ïóòè èìååì

ψ(x∗(µ), s∗(µ)) = µ

ñ äðóãîé ñòîðîíû

⟨c , x⟩ − ⟨b, y⟩ = ⟨s, x⟩ = n · ψ(x , s)

äâîéñòâåííûé çàçîð ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

îáû÷íî êðèòåðèé îñòàíîâà � êîãäà äâîéñòâåííûé çàçîð

äîñòèãíåò
√
ϵ ≈ 10−8

äàëåå àëãîðèòì òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü
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Ôàçà 1

áûâàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ñòðîãî äîïóñòèìîé òî÷êè íå èìååòñÿ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé äîïóñòèìîé òî÷êè ìîæíî ðåøàòü

âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min
x≥0,τ

τ : Ax = τAx0 + (1− τ)b

ãäå x0 > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

òîãäà ïàðà (x , τ) = (x0, 1) ñòðîãî äîïóñòèìà äëÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ëþáàÿ ñòðîãî äîïóñòèìàÿ òî÷êà (x , τ) = (x̂ , 0) äà¼ò ñòðîãî
äîïóñòèìóþ òî÷êó x̂ äëÿ ïðÿìîé ËÏ

åñëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå τ∗ > 0, òî çàäà÷à íåäîïóñòèìà
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Ôàçà 1

äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé äîïóñòèìîé òî÷êè ìîæíî ðåøàòü

âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min
s≥0,y ,τ

τ : s + AT y = τs0 + (1− τ)c

ãäå s0 > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

òîãäà ïàðà (s, y , τ) = (s0, 0, 1) ñòðîãî äîïóñòèìà äëÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ëþáàÿ ñòðîãî äîïóñòèìàÿ òî÷êà (s, y , τ) = (ŝ, ŷ , 0) äà¼ò ñòðîãî
äîïóñòèìóþ òî÷êó (ŝ, ŷ) äëÿ äâîéñòâåííîé ËÏ

åñëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå τ∗ > 0, òî çàäà÷à íåäîïóñòèìà
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Íåäîïóñòèìàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà

ìîæíî ñðàçó íà÷àòü îñíîâíóþ ôàçó ñ íåäîïóñòèìîé íà÷àëüíîé

òî÷êè

òîãäà â ïîñòðîåíèè ñèñòåìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàäî

ó÷èòûâàòü íåâÿçêè 0 A 0

AT 0 I
0 ∆s ∆x

δyδx
δs

 =

 b − Ax
c − s − AT y
µ · 1− x • s


øàã ñ êîýôôèöèåíòîì α óìíîæàåò íåâÿçêè íà ìíîæèòåëü

(1− α)

â ÷àñòíîñòè, ïîëíûé øàã ïðèâîäèò ê äîïóñòèìûì òî÷êàì, è

äàëåå îíè óæå îñòàþòñÿ äîïóñòèìûìè

äëèíà øàãà âûáèðàåòñÿ ïðè óñëîâèè ÷òî íåâÿçêè ñîêðàùàþòñÿ

êàê ìèíèìóì ïðîïîðöèîíàëüíî µ
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Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïëàíèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

k = 1, . . . ,K äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòîâ l = 1, . . . , n
öåíû ïðîäóêòîâ p1, . . . , pn
äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêòà l íóæíî akl åäèíèö
ðåñóðñà k
â íàëè÷èå èìååòñÿ r1, . . . , rK åäèíèö ðåñóðñîâ

íóæíî íàéòè îïòèìàëüíûå êîëè÷åñòâà x1, . . . , xn ïðîäóêòîâ,

ìàêñèìèçèðóþùèå âûðó÷êó

çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ËÏ

min
x
(−⟨p, x⟩) : Ax ≤ r , x ≥ 0

åñëè ïðîäóêòû ïðîèçâîäÿòñÿ ïî-øòó÷íî, ïîëó÷àåì

ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííóþ ËÏ
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Âîññòàíîâëåíèå ðàçðåæåííîãî ñèãíàëà

ïóñòü x � ðàçðåæåííûé ñèãíàë

çàäà÷à � âîññòàíîâèòü x èç çàøóìë¼ííîãî ëèíåéíîãî îáðàçà

y = Ax + ξ

ãäå A ∈ Rm×n è øóì ξ îãðàíè÷åí δ â ∥ · ∥∞ íîðìå

çäåñü m≪ n, ò.å. ñèñòåìà íåäîîïðåäåëåíà

íóæíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ðàçðåæåííîñòè x
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Âîññòàíîâëåíèå ðàçðåæåííîãî ñèãíàëà

â èäåàëå íóæíî ðåøèòü ïðîáëåìó

min
x
∥x∥0 : ∥Ax − y∥∞ ≤ δ

ãäå ∥x∥0 := #{i | xi ̸= 0}

ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ïðîáëåìû ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé 0-"íîðìû"

íà 1-íîðìó:

min
x
∥x∥1 : ∥Ax − y∥∞ ≤ δ

ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ËÏ

min
x ,t
⟨1, t⟩ : −t ≤ x ≤ t, −δ ≤ Ax − y ≤ δ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè



Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå

ïóñòü äàí ãðàô ñ n âåðøèíàìè è âåñàìè Wij íà ãðàíÿõ

ãðàô ìîäåëèðóåò ñèñòåìó òðóá ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè

Wij

òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñåòè èç âûäåëåííîé

âåðøèíû 1 â âåðøèíó n

ïóñòü Fij = −Fji � ïîòîê èç âåðøèíû i â âåðøèíó j

òîãäà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ËÏ

max
F=−FT

n∑
i=1

F1i : F ≤W ,

n−1∑
i=2

Fji = 0 ∀ j

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè



Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

ðàññìîòðèì ãðàô ñ âåñàìè Wij = Wji ≥ 0 íà ãðàíÿõ è ñ äâóìÿ

âûäåëåííûìè âåðøèíàìè 1, n

íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü âåðøèíû íà äâå ãðóïïû S ,T , â êàæäîé
èç êîòîðûõ ïî îäíîé âûäåëåííîé, è ïðè ýòîì ìèíèìèçèðîâàòü

ñóììàðíûé âåñ ãðàíåé, ñîåäèíÿþùèõ S ,T

çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå

ïóñòü F ∗ � îïòèìàëüíûé ïîòîê, W̃ = W − F ∗ �
âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé

òîãäà S � ìíîæåñòâî âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç âåðøèíû 1 ñ

ïîìîùüþ ïîòîêà F̃ = −F̃T ñ îãðàíè÷åíèåì F̃ ≤ W̃

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè


