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Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïëàí

ïîëèýäðû è ïîëèýäðàëüíûå êîíóñû

ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì

òåîðåìà ßííàêàêèñà

àïïðîêñèìàöèÿ Íåìèðîâñêîãî

òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâå

äâîéñòâåííîñòü

ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ëèíåéíûå ïðîãðàììû

çàäà÷à îïòèìèçàöèè â îáùåì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

min
x∈X

f (x)

çäåñü

f (x) � ôóíêöèîíàë öåíû

X ⊂ Rn � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

åñëè ôóíêöèîíàë ëèíåéíûé, f (x) = ⟨c , x⟩, è äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè,

X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b},

òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ïðîãðàììîé (ËÏ)

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ôîðìóëèðîâêè ëèíåéíûõ ïðîãðàìì

ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî öåíà è âñå

îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû (àôôèííû)

â êà÷åñòâå óñëîâèé ìîãóò âûñòóïàòü ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà

ïðèìåðû ËÏ

min ⟨c , x⟩ : Ax ≤ b, Cx = d

min
x≥0

⟨c, x⟩ : Ax = b

min
x≥0,y

⟨c , x⟩+ ⟨c ′, y⟩ : Ax + A′y = b

âñå ýòè ôîðìû ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà, âîçìîæíî ââîäîì

äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èëè èõ óñòðàíåíèÿ â ñèëó óñëîâèé

òèïà ðàâåíñòâà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïîëèýäðû, ïîëèòîïû

ìíîæåñòâî X ⊂ Rn, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì

çàìêíóòûõ àôôèííûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðîì

X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}

åñëè b ∈ Rm, òî ïîëóïðîñòðàíñòâ m è îíè çàäàþòñÿ â âèäå

Hi = {x ∈ Rn | ⟨ai , x⟩ ≤ bi}

ãäå ai � ñòðîêè ìàòðèöû A

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â Rn

íàçûâàåòñÿ ïîëèòîïîì

X =

{
m∑
i=1

λixi | λi ≥ 0,
m∑
i=1

λi = 1

}

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñèìïëåêñû, ïîëèýäðàëüíûå êîíóñû

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà òî÷åê

íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì

ìíîæåñòâî X ⊂ Rn, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì

çàìêíóòûõ ëèíåéíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåòñÿ

ïîëèýäðàëüíûì êîíóñîì

X = {x ∈ Rn | Ax ≥ 0}

ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ëèíåéíî

íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íàçûâàþò ñèìïëèöèàëüíûì

êîíóñîì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñâîéñòâà

ëþáîé ñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîïîì

ëþáîé ïîëèòîï ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì

ëþáîé ïîëèòîï ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ïðîåêöèåé ñèìïëåêñà

ëþáîé ñèìïëèöèàëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì

ëþáîé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé

ñèìïëèöèàëüíîãî

àôôèííûå ñå÷åíèÿ è ïðîåêöèè ïîëèòîïîâ (ïîëèýäðîâ)

ÿâëÿþòñÿ ïîëèòîïàìè (ïîëèýäðàìè)

ëèíåéíûå ñå÷åíèÿ è ïðîåêöèè ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ

ÿâëÿþòñÿ ïîëèýäðàëüíûìè êîíóñàìè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè

Ëåììà

Ïóñòü X ⊂ Rn � ïîëèýäð, íå ñîäåðæàùèé ïðÿìîé. Òîãäà X
èìååò âåðøèíó.

âåðøèíà ⇔ ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà (íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

íåòðèâèàëüíîé âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ òî÷åê)

ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

åñëè X 0-ìåðíî, òî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà � âåðøèíà

òàê êàê X íå ñîäåðæèò ïðÿìîé, òî ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå

òî÷êè

ïóñòü x ∈ ∂X è H � îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ê X â x , òîãäà
âåðøèíà ïåðåñå÷åíèÿ H ∩ X ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé X

ðàçìåðíîñòü H ∩ X ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü X , è

H ∩ X íå ñîäåðæèò ïðÿìîé

ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè X

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Íåâûðîæäåííîñòü

ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ËÏ ñîäåðæèò ïðÿìóþ, X = X ′ ×R

åñëè ôóíêöèîíàë öåíû íåíóëåâîé íà íàïðàâëÿþùåé

ïðÿìîé, òî çàäà÷à íåîãðàíè÷åíà

åñëè ôóíêöèîíàë öåíû íóëåâîé íà íàïðàâëÿþùåé ïðÿìîé,

òî ìîæíî ñóçèòü çàäà÷ó íà ôàêòîð X ′

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî ËÏ íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì

ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ïðîãðàììó

min
x∈X

⟨c , x⟩

ãäå X ⊂ Rn � ïîëèýäð

ïóñòü X àôôèííî èçîìîðôíî ñå÷åíèþ Y ∩ A ïîëèýäðà Y , ãäå

A = {y ∈ Rn′ | Ay = b}

òîãäà ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

min
y∈Y

⟨c ′, y⟩ : Ay = b

ãäå c ′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ïðèíèìàþùèé íà Y ∩ A òå æå

çíà÷åíèÿ, ÷òî è c â ñîîòâåòñòóþùèõ òî÷êàõ X

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì

ïóñòü òåïåðü X � ïðîåêöèÿ Y , ò.å. ñóùåñòâóåò àôôèííîå

îòîáðàæåíèå Π : Rn′ → Rn òàêîå, ÷òî X = Π[Y ]

òîãäà ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

min
y∈Y

⟨c ′, y⟩

ãäå c ′ = Π†c , ò.å.

⟨c ′, y⟩ = ⟨Π†c , y⟩ = ⟨c ,Πy⟩

äëÿ âñåõ y ∈ Rn′

ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò ñìûñë ïðîèçâåñòè, åñëè ïîëèýäð Y
(áîëüøåé ðàçìåðíîñòè) èìååò áîëåå ïðîñòîå îïèñàíèå, ÷åì

èñõîäíûé ïîëèýäð X

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïîäíÿòèÿ

÷àñòî ïðîñòðàíñòâî Rn′ âîçíèêàåò êàê ïðîèçâåäåíèå Rn × Rn′−n

èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà

äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ z

òîãäà ïðîãðàììà ïðèíèìàåò âèä

min
(x ,z)∈Y

⟨c, x⟩

è íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòèåì (lifting) èñõîäíîé ïðîãðàììû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ

ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn íàçûâàþò ðàçìåðíîñòü åãî

àôôèííîé îáîëî÷êè

äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè

÷èñëî âåðøèí (ïîëèòîï)

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîëóïðîñòðàíñòâ â àôôèííîé

îáîëî÷êå, íóæíûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ X â âèäå

ïåðåñå÷åíèÿ

÷èñëî ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé (êîíóñû)

ñâîéñòâà

÷èñëî âåðøèí (ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé) íå âîçðàñòàåò ïðè

àôôèííîé (ëèíåéíîé) ïðîåêöèè

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîëóïðîñòðàíñòâ íå âîçðàñòàåò ïðè

ñå÷åíèè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðîåêöèÿ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñå÷åíèå

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðèìåðû

øàð ∥ · ∥∞-íîðìû

2n âåðøèí

2n ïîëóïðîñòðàíñòâ

øàð ∥ · ∥1-íîðìû
2n ïîëóïðîñòðàíñòâ

2n âåðøèí

îðòàíò Rn
+

n ïîëóïðîñòðàíñòâ

n ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðèìåð: øàð 1-íîðìû

íóæíî îïèñàòü ìíîæåñòâî X = {x ∈ Rn | ∥x∥1 ≤ 1} ëèíåéíûìè

óñëîâèÿìè

n∑
i=1

σixi ≤ 1 ∀ σ ∈ {−1, 1}n

ïëîõîå îïèñàíèå: 2n íåðàâåíñòâ

x = λ+ − λ− : λ+, λ− ≥ 0, ⟨1, λ+ + λ−⟩ = 1

õîðîøåå îïèñàíèå: 2n íåðàâåíñòâ, îäíî ðàâåíñòâî, n
äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

X ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîåêöèè ñèìïëåêñà ðàçìåðíîñòè 2n− 1

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ ÷åðåç âåðøèíû

ïîëèòîï ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí ìîæíî ïðåäñòàâèòü

÷åðåç âûïóêëûå êîìáèíàöèè

x =
m∑
i=1

λixi , λ ≥ 0, ⟨λ, 1⟩ = 1

â îïèñàíèå ïîëèýäðà X íóæíî äîáàâèòü íåîòðèöàòåëüíóþ

êîìáèíàöèþ ýêñòðåìàëüíûõ ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé

x =
m∑
i=1

λixi +
m′∑
j=1

µjyj , λ, µ ≥ 0, ⟨λ, 1⟩ = 1

xi � âåðøèíû, yj � ãåíåðàòîðû ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé

ðåöåññèâíîãî êîíóñà ïîëèýäðà X

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



ïîëèýäð ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ïîëèòîïà è ðåöåññèâíîãî

êîíóñà

x =
5∑

i=1

λixi +
2∑

j=1

µjyj , λ, µ ≥ 0, ⟨λ, 1⟩ = 1

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè

ïóñòü äàí ïîëèòîï X ñ l âåðøèíàìè, îïèñûâàåìûé m
ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè

Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü X ÷åðåç ïîëèòîï Y ñ ìåíüøåé

ñëîæíîñòüþ (÷èñëîì âåðøèí èëè íåðàâåíñòâ â ïðåäñòàâëåíèè)?

Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ? min(l ,m)?

ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü èíâàðèàíòíà ïðè àôôèííûõ áèåêöèÿõ

ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ÷èñëå íåðàâåíñòâ

åñëè X � àôôèííîå ñå÷åíèå Y , òî äëÿ îïèñàíèÿ Y íóæíî íå

ìåíåå m íåðàâåíñòâ

åñëè X � àôôèííàÿ ïðîåêöèÿ Y , òî ÷èñëî íåðàâåíñòâ èíîãäà

ìîæíî ïîíèçèòü

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðèìåð

äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ øåñòèóãîëüíèêà íóæíî 6 íåðàâåíñòâ

äîáàâëåíèåì îäíîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ñ 5

íåðàâåíñòâàìè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ìàòðèöà íåâÿçîê

ïóñòü X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} � ïîëèòîï ñ âåðøèíàìè x1, . . . , xl ,
b ∈ Rm

ìàòðèöà íåâÿçîê S ∈ Rm×l
+ ïîëèòîïà X îïðåäåëÿåòñÿ

ïî-ýëåìåíòíî ÷åðåç

Sij = (b − Axj)i

àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, óìíîæåíèÿ íåðàâåíñòâ

íà ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, è ïåðåñòàíîâêè íåðàâåíñòâ è

âåðøèí äåéñòâóþò íà S óìíîæåíèåì íà àâòîìîðôèçìû

îðòàíòîâ Rm
+, Rl

+ ñëåâà è ñïðàâà

àâòîìîðôèçì Rn
+ èìååò âèä D · P , ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, à P � ìàòðèöà

íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Òåîðåìà ßííàêàêèñà

ïóñòü S ∈ Rm×l
+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà

íåîòðèöàòåëüíûì ðàíãîì S íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôàêòîðèçàöèÿ

S = FG

c F ∈ R+
m×k , G ∈ R+

k×l

íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ

ñïðàâà è ñëåâà àâòîìîðôèçìîâ îðòàíòà

Òåîðåìà (Yannakakis)

Ïóñòü X � ïîëèòîï. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåðàâåíñòâ, íóæíîå

äëÿ îïèñàíèÿ ïîëèòîïà Y òàêîãî, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Y ,

ðàâíî íåîòðèöàòåëüíîìó ðàíãó ìàòðèöû íåâÿçîê S ïîëèòîïà X .

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðèìåð

ïóñòü X =
⋂

6

l=1
Hl ⊂ R2 � ðåãóëÿðíûé øåñòèóãîëüíèê ñ

âåðøèíàìè xk = (cos πk
3
, sin πk

3
)T , k = 1, . . . , 6

ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëÿþùèå ïîëóïëîñêîñòè Hl , èìåþò âèä

fl(x) =

〈(
cos

π(l + 1

2
)

3
, sin

π(l + 1

2
)

3

)
, x

〉
− cos

5π

6

ìàòðèöà íåâÿçîê ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

Slk = fl(xk) = cos
π(k − l − 1

2
)

3
− cos

5π

6

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ
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0 1 0 0 1

0 1 1 0 0

1 0 2 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

1 0 0 0 2




0 1 0 0 1 0

1 2 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 0 1


ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã S äåéñòâèòåëüíî

ðàâåí 5

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèè

ïóñòü P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} � ïîëèòîï ñ ìàòðèöåé íåâÿçîê

b1T − AX = S = FG

ãäå ñòîëáöû X ñîäåðæàò âåðøèíû xj ïîëèòîïà P , à F ,G �

íåîòðèöàòåëüíûå ôàêòîðû

îïðåäåëèì ïîëèòîï Y êàê ïåðåñå÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîãî

îðòàíòà ñ àôôèííîé îáîëî÷êîé ñòîëáöîâ G

îïðåäåëèì ïðîåêöèþ

Π = (0, I )

(
bTb −bTA
−ATb ATA

)−1(
bT

−AT

)
F

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèè

èìååì

FG = (b,−A) ·
(
1T

X

)
,

(
bTb −bTA
−ATb ATA

)−1(
bT

−AT

)
F · G =

(
1T

X

)
îòêóäà

ΠG = X

äàëåå äëÿ ëþáîãî y = Gz èìååì

⟨1, z⟩b − AΠy = (b,−A)

(
1T

ΠG

)
z = (b,−A)

(
1T

X

)
z

= (b,−A)

(
bTb −bTA
−ATb ATA

)−1(
bT

−AT

)
FGz = Fy

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèè

ëþáîé ñòîëáåö y = Gej ôàêòîðà G ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì

ïîëèòîïà Y
èìååì Πy = ΠGej = Xej = xj ∈ P , îòêóäà P ⊂ Π[Y ]

ïóñòü òåïåðü y ∈ Y , ò.å. y ≥ 0, y = Gz
èìååì ⟨1, z⟩ = 1,

b − AΠy = Fy ≥ 0

îòêóäà x = Πy ∈ P è Π[Y ] ⊂ P

îòñþäà ïîëó÷àåì Π[Y ] = P

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðèìåð

âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó ñ øåñòèóãîëüíèêîì

ïîëèòîï Y çàäà¼òñÿ ïåðåñå÷åíèåì R5
+ ñ àôôèííîé îáîëî÷êîé

ìàòðèöû

G =


0 1 0 0 1 0

1 2 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 0 1


àôôèííàÿ îáîëî÷êà 3-õ ìåðíàÿ

ïðîåêöèÿ Π : R5 → R2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé(
0 −1

4
−3

4

1

4

3

4

0
√
3

4
−

√
3

4
−

√
3

4

√
3

4

)

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðåäñòàâëåíèå ðåãóëÿðíîãî ìíîãîãðàííèêà

ðåãóëÿðíûé ìíîãîãðàííèê ñ n âåðøèíàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïåðåñå÷åíèåì n ïîëóïëîñêîñòåé

íî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå, â êîòîðîì ìîæíî îáîéòèñü âñåãî

O(log n) ïîëóïëîñêîñòÿìè

ýòî ïîçâîëÿåò õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü äèñê ïðîåêöèÿìè

ïîëèòîïîâ

òàê êàê ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèÿ êîíóñîâ íàä äâóìåðíûìè

äèñêàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü øàð ëþáîé ðàçìåðíîñòè, îáùèå

çàäà÷è êîíè÷íî-êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ õîðîøî

àïïðîêñèìèðóþòñÿ ËÏ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Êîíñòðóêöèÿ Íåìèðîâñêîãî

ðåãóëÿðíûé ìíîãîãðàííèê ñ 2n+2 âåðøèíàìè, ñîäåðæàùèé äèñê

ðàäèóñà 1 è ñîäåðæàùèéñÿ â äèñêå ðàäèóñà 1

cos π
2n+2

,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

P =

{
x | ∃ u0, . . . , un, v1, . . . , vn : vi =

(
cos π

2i+1
sin π

2i+1

− sin π
2i+1

cos π
2i+1

)
ui−1,

ui ,1 = vi ,1, ui ,2 ≥ |vi ,2|, i = 1, . . . , n;

|x | ≤ u0,

(
1 0

− tan π
2n+2

1

)
un ≤ (1, 0)T

}
çäåñü x , ui , vi ∈ R2, à ìîäóëü |x | áåð¼òñÿ ïî-ýëåìåíòíî

P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ïîëèòîïà â Rn+4, çàäàþùåãîñÿ 2n + 6

ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Êîíñòðóêöèÿ Íåìèðîâñêîãî

àðãóìåíòû âåêòîðîâ

arg x ∈ [−π, π], arg u0 ∈ [0, π
2
], arg v1 ∈ [−π

4
, π
4
],

arg u1 ∈ [0, π
4
] . . . arg vn ∈ [− π

2n+1
, π
2n+1

], arg un ∈ [0, π
2n+1

]

íîðìû âåêòîðîâ

∥x∥ ≤ ∥u0∥ = ∥v1∥ ≤ ∥u1∥ = ∥v2∥ . . . ∥un∥ ≤ 1

cos π
2n+2

ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæíî

∥x∥ = ∥u0∥ = ∥v1∥ = ∥u1∥ = ∥v2∥ = · · · = ∥un∥ = α

äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1]

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Îïîðíûå ïëîñêîñòè

Ëåììà

Ïóñòü P = {x |Ax ≤ b} � ïîëèýäð, x∗ ∈ ∂P � òî÷êà íà åãî

ãðàíèöå, H = {x | uT x = b0} � îïîðíàÿ ïëîñòêîñòü ê P â x∗,
ò.å.

P ∩ C := P ∩ {x | uT x > b0} = ∅, uT x∗ = b0

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð µ ≥ 0 òàêîé, ÷òî u = ATµ, b0 = bTµ.

ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

ïóñòü I = {i | (Ax∗ − b)i = 0}, P ′ = {x | (Ax − b)I ≤ 0},
òîãäà C ∩ P ′ = ∅
u íå îòäåëèìî ñòðîãî îò K = {ATµ |µ ≥ 0, µj = 0 ∀ j ̸∈ I},
è u ∈ K

ñóùåñòâóåò µ ≥ 0 ÷òî µj = 0 äëÿ âñåõ j ̸∈ I è u = ATµ

îòñþäà µT (Ax∗ − b) = 0 è b0 = µTAx∗ = µTb

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



u ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè íàïðàâëÿþùèõ a1, a2, ñîîòâåòñòâóþùèõ àêòèâíûì
îãðàíè÷åíèÿì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâå

Òåîðåìà (Farkas)

Ïóñòü P = {x |Ax ≤ b}. Òîãäà ëèáî P ̸= ∅, ëèáî ñóùåñòâóåò

µ ≥ 0 òàêîå, ÷òî µTA = 0, µTb = −1.

äîêàçàòåëüñòâî

åñëè P = ∅, òî òàêîãî µ íå ñóùåñòâóåò

ïóñòü P = ∅, P ′ = {(x , t) |Ax − bt = (A,−b)(xT , t)T ≤ 0},
C = {(x , t) | t = (0, 1)(xT , t)T > 0}, òîãäà P ′ ∩ C = ∅
ïî ëåììå ñóùåñòâóåò µ ≥ 0 òàêîå, ÷òî (0, 1) = µT (A,−b)

ëèáî P íåïóñòî, ëèáî íåîòðèöàòåëüíàÿ êîìáèíàöèÿ íåðàâåíñòâ

äà¼ò ñåðòèôèêàò íåäîïóñòèìîñòè ñèñòåìû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Âåðñèÿ ñ ðàâåíñòâàìè

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü P = {x |Ax ≤ b, Cx = d}. Òîãäà ëèáî P ̸= ∅, ëèáî
ñóùåñòâóåò µ ≥ 0, ν òàêèå, ÷òî µTA+ νTC = 0,

µTb + νTd = −1.

äîêàçàòåëüñòâî

ïðåäñòàâèì P â âèäå {x | Ax ≤ b, Cx ≤ d , −Cx ≤ −d}
ïî òåîðåìå ëèáî P = ∅, ëèáî ñóùåñòâóþò µ, ν+, ν− ≥ 0

òàêèå, ÷òî µTA+ νT+C − νT−C = 0, µTb + νT+d − νT−d = −1
ïîëîæèì ν = ν+ − ν−

ò.å. ñåðòèôèêàò ìîæíî ñòðîèòü è êîìáèíèðóÿ ðàâåíñòâà ñ

êîýôôèöèåíòàìè ëþáîãî çíàêà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà

ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ïðîãðàììó

min
x∈Rn

cT x : Ax = b, Cx ≤ d .

ââåä¼ì âåêòîð íåâÿçîê y òîãî æå ðàçìåðà m, ÷òî è d , è
çàïèøåì ËÏ â âèäå

min
x ,y

⟨(c , 0), (x , y)⟩ :

(
A 0

C I

)(
x
y

)
=

(
b
d

)
, y ∈ Rm

+

òàê êàê äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò ïðÿìîé, ÷àñòü

ðàâåíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óäàëåíèÿ ïåðåìåííûõ x

ïåðåìåííûå x çàïèñûâàþòñÿ êàê àôôèííûå ôóíêöèè îò y è

ïîäñòàâëÿþòñÿ â îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ è ôóíêèîíàë öåíû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà

ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ ìàòðèö è ïåðåìåííûõ è óäàëåíèÿ

êîíñòàíòû â ôóíêöèîíàëå ïîëó÷àåì ËÏ ñòàíäàðòíîãî âèäà

min
x≥0

cT x : Ax = b

óìíîæåíèåì îòäåëüíûõ ðàâåíñòâ íà ±1 ìîæíî äîáèòñÿ b ≥ 0

ýòó ëèíåéíóþ ïðîãðàììó áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé

óñëîâèìñÿ òàêæå, ÷òî

A ∈ Rm×n, c, x ∈ Rn, b ∈ Rm

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ãðàíèöà ñíèçó

äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êè x çíà÷åíèå ⟨c , x⟩ ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé ãðàíèöåé íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

ïóñòü y ∈ Rm òàêîå, ÷òî c ≥ AT y

òîãäà äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî x èìååì

⟨b, y⟩ = yTb = yTAx ≤ cT x = ⟨c , x⟩

òàêèì îáðàçîì y åñòü ñåðòèôèêàò òîãî, ÷òî îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå ËÏ íå íèæå çíà÷åíèÿ ⟨b, y⟩

íàõîæäåíèå íàèëó÷øåé íèæíåé îöåíêè òàêîãî òèïà ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ËÏ

max
y

⟨b, y⟩ : AT y ≤ c

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Äâîéñòâåííàÿ ËÏ

ââåä¼ì íåâÿçêè s äëÿ ýòîé ËÏ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

max
s≥0,y

⟨b, y⟩ : s + AT y = c

ýòà ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé â ñòàíäàðòíîì âèäå

äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé äëÿ ïðÿìîé ËÏ òî÷êè x çíà÷åíèå ⟨c , x⟩
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

äâîéñòâåííîé ïðîãðàììû

íàïîìíèì, ÷òî

s ∈ Rn, y ∈ Rm

îäíàêî, c , s è x íàõîäÿòñÿ â äâîéñòâåííûõ äðóã ê äðóãó

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàâíî êàê è b è y

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ïðÿìî-äâîéñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ

ïóñòü AP = {x | Ax = b}, AD = {s | ∃ y : s + AT y = c}
àôôèííûå îáîëî÷êè äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ, à

LP = {x | Ax = 0}, LD = {s | ∃ y : s + AT y = 0}

ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

ïóñòü x0 ∈ AP , òîãäà äëÿ ëþáîãî s ∈ AD

⟨x0, s⟩ = ⟨x0, c − AT y⟩ = const − ⟨b, y⟩

òàêæå ïóñòü s0 = c − AT y0 ∈ AD , òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ AP

⟨s0, x⟩ = ⟨c − AT y0, x⟩ = ⟨c, x⟩ − ⟨y0, b⟩ = ⟨c, x⟩ − const

LP , LD îðòîãîíàëüíî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà

â ïðÿìîé ËÏ öåíà çàäà¼òñÿ ôóíêöèîíàëîì èç AD ñ

òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû

â äâîéñòâåííîé ËÏ íà ìèíèìèçàöèþ öåíà çàäà¼òñÿ

ôóíêöèîíàëîì èç AP ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Äâîéñòâåííûé çàçîð

ïóñòü x , s, y � äîïóñòèìûå òî÷êè äëÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé

çàäà÷è

òîãäà ðàçíèöà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ ðàâíà

⟨c , x⟩ − ⟨b, y⟩ = ⟨c, x⟩ − ⟨Ax , y⟩ = ⟨x , c − AT y⟩ = ⟨x , s⟩

âåëè÷èíà ⟨x , s⟩ ≥ 0 íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì çàçîðîì äëÿ

ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ïàðû òî÷åê x , s, y
îíà äà¼ò îöåíêó íà áëèçîñòü äàííîé ïàðû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïî

ôóíêöèîíàëó

åñëè ⟨x , s⟩ = 0, òî x , s, y ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé è

äâîéñòâåííîé çàäà÷

ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óñëîâèÿ êîìïëåìåíòàðíîñòè

xi si = 0 ∀ i = 1, . . . , n

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñèëüíàÿ äâîéñòâåííîñòü

Òåîðåìà

Åñëè è ïðÿìàÿ, è äâîéñòâåííàÿ ËÏ äîïóñòèìû, òî èõ

îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîãðàìì

ñóùåñòâóþò, è äëÿ ëþáîé ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ïàðû ðåøåíèé

âûïîëíåíî óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè.

Òî æå èìååò ìåñòî, åñëè îäíà èç ýòèõ ËÏ äîïóñòèìà è

îãðàíè÷åíà.

åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à íåîãðàíè÷åíà, òî äâîéñòâåííàÿ

íåäîïóñòèìà

åñëè äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à íåîãðàíè÷åíà, òî ïðÿìàÿ

íåäîïóñòèìà

ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ÷òî îáå çàäà÷è íåäîïóñòèìû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî

ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà

Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à äîïóñòèìà, è íå èìååò ðåøåíèÿ ñî

çíà÷åíèåì, íå ïðåâûøàþùèì íåêîòîðûé ïîðîã v ∈ R. Òîãäà
ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ òî÷êà äëÿ äâîéñòâåííîé ËÏ ñî

çíà÷åíèåì, ñòðîãî áîëüøèì, ÷åì v .

ïóñòü C = {x | cT x ≤ v}, P = {x | − x ≤ 0, Ax = b}, òîãäà
C ∩ P = ∅
ïî òåîðåìå îá àëüòåðíàòèâå ñóùåñòâóþò λ0, λ ≥ 0, µ òàêèå,

÷òî λ0c − λT I − µTA = 0, λ0v − µTb = −1
åñëè λ0 = 0, òî P = ∅, ïðîòèâîðå÷èå
ïîëîæèì s = µ

λ0
, òîãäà c − sTA ≥ 0, v + 1

λ0
= sTb

äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò äîïóñòèìóþ òî÷êó ñî

çíà÷åíèåì v + λ−1

0
> v

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Äîêàçàòåëüñòâî

åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à èìååò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå v∗, íî îíî íå

äîñòèãàåòñÿ, òî ïî ëåììå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò

äîïóñòèìóþ òî÷êó ñî çíà÷åíèåì > v∗, ïðîòèâîðå÷èå

òî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, ïåðåñòàâèâ ïðÿìóþ è

äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ìåñòàìè

ñëåäñòâèÿ:

åñëè ïðÿìàÿ çàäà÷à îãðàíè÷åíà è äîïóñòèìà, òî ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé ðàâíî îïòèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ ïðÿìîé

ïî ñèììåòðèè ðåøåíèå äâîéñòâåííîé òàêæå ñóùåñòâóåò

äâîéñòâåííûé çàçîð ðàâåí íóëþ

âûïîëíåíî óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè
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Ïðèìåð

ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ËÏ

min
x=(x1,x2)T≥0

−x2 = (0,−1) · x : x1 = (1, 0) · x = −1

ýòà çàäà÷à íåäîïóñòèìà

äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

max
s≥0,y

−y = (−1) · y : s + (1, 0)T · y = s + (y , 0)T = (0,−1)T

îíà òàêæå íåäîïóñòèìà
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Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

ïðÿìî-äâîéñòâåííàÿ ïàðà òî÷åê x , s, y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è, åñëè âûïîëíåíû

àôôèííîå óñëîâèå ïðÿìîé äîïóñòèìîñòè Ax = b

àôôèííîå óñëîâèå äâîéñòâåííîé äîïóñòèìîñòè

s + AT y = c

óñëîâèå ïðÿìîé íåîòðèöàòåëüíîñòè x ≥ 0

óñëîâèå äâîéñòâåííîé íåîòðèöàòåëüíîñòè s ≥ 0

óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè xi si = 0, i = 1, . . . , n

êàæäîå óñëîâèå â îòäåëüíîñòè è íåêîòîðûå êîìáèíàöèè ëåãêî

äîñòè÷ü

äîñòè÷ü âñå óñëîâèÿ îäíîâðåìåííî îçíà÷àåò ðåøèòü çàäà÷ó
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÏ

óñëîâèÿ, âûïîëíåííûå â èòåðàöèÿõ ðàçíûõ êëàññîâ ìåòîäîâ

ïðÿìîé äâîéñòâåííûé âíóòðåííÿÿ íåäîïóñòèìàÿ

ñèìïëåêñ ñèìïëåêñ òî÷êà âíóòðåííÿÿ

òî÷êà

x ≥ 0 V X ñòðîãî ñòðîãî

s ≥ 0 X V ñòðîãî ñòðîãî

x ∈ AP V V V X

s ∈ AD V V V X

xi si = 0 V V X X

ìåòîäû, â êîòîðûõ ïîääåðæèâàåòñÿ óñëîâèå ⟨x , s⟩ = 0,

íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé

ìåòîäû, â êîòîðûõ ïîääåðæèâàþòñÿ óñëîâèÿ x , s > 0,

íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè âíóòðåííåé òî÷êè

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Òåîðèÿ



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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