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Ïëàí

ðåøåíèå ËÏ íàä ýëåìåíòàðíûìè ïîëèýäðàìè

ïðåäñòàâëåíèå âåðøèí ìíîæåñòâîì áàçèñíûõ èíäåêñîâ

ñèìïëåêñ-òàáëèöà

ñèìïëåêñ-ìåòîä

äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

ïðèëîæåíèå: öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
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Îïòèìèçàöèÿ íàä ñèìïëåêñîì

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë ⟨c , x⟩ íà ñèìïëåêñå

ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ áûâàåò äâóõ âèäîâ:

∆ = {x ∈ Rn | x ≥ 0, ⟨x , 1⟩ = 1}
∆0 = {x ∈ Rn | x ≥ 0, ⟨x , 1⟩ ≤ 1}

ó ∆ èìååòñÿ n âåðøèí, à èìåííî � îðòû ej
ó ∆0 èìååòñÿ n + 1 âåðøèí � îðòû ej è íà÷àëî êîîðäèíàò 0

èìååì ÿâíûå ðåøåíèÿ

min
x∈∆
⟨c, x⟩ = min

j
cj

min
x∈∆
⟨c, x⟩ = min(0,min

j
cj)
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Ñòàíäàðòíûå ñèìïëåêñû

ñòàíäàðòíûå ñèìïëåêñû â R3

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Îïòèìèçàöèÿ íàä ïîëèòîïîì ñ ìàëûì ÷èñëîì âåðøèí

ïóñòü ïîëèòîï P çàäàí êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

P = conv{x1, . . . , xm}

òîãäà èìååì

min
x∈P
⟨c , x⟩ = min

j
⟨c , xj⟩

ðåøàòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó ïåðåáîðîì çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà

íà âåðøèíàõ èìååò ñìûñë åñëè

ïîëèòîï óæå çàäàí êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà èëè âåðøèíû

ïðîñòî âû÷èñëèòü

÷èñëî âåðøèí íåáîëüøîå (íàïðèìåð, ëèíåéíîå èëè

êâàäðàòè÷íîå ïî äëèíå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è)

÷àñòíûé ñëó÷àé:

min
∥x∥1≤1

⟨c , x⟩ = −max
j
|cj | = −∥c∥∞
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Îïòèìèçàöèÿ íàä ïîëèýäðîì

ïóñòü ïîëèýäð P çàäàí ýêñòðåìàëüíûìè ýëåìåíòàìè:

P =


J∑

j=1

λjxj +
K∑

k=1

µkuk | λ ≥ 0, µ ≥ 0, ⟨λ, 1⟩ = 1


çäåñü xj � âåðøèíû, uk � ýêñòðåìàëüíûå ðåöåññèâíûå

íàïðàâëåíèÿ

òîãäà

min
x∈P
⟨c , x⟩ =

{
−∞, ∃ k : ⟨c , uk⟩ < 0,

minj ⟨c , xj⟩, ⟨c , uk⟩ ≥ 0 ∀ k

èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü, åñëè J,K íåáîëüøèå è xj , uk
èçâåñòíû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Îïòèìèçàöèÿ íàä êóáîì è çîíîòîïîì

ïóñòü X = {x | ∥x∥∞ ≤ 1} = [−1, 1]n

òîãäà

min
x∈X
⟨c , x⟩ = −

n∑
j=1

|cj | = −∥c∥1

ìíîæåñòâî âèäà

Z = b + A[X ] = b + conv


n∑

j=1

σjaj | σ ∈ {−1,+1}n


ãäå aj � ñòîëáöû A, íàçûâàåòñÿ çîíîòîïîì

çîíîòîï � ýòî ïðîåêöèÿ êóáà

min
z∈Z
⟨c , z⟩ = ⟨c, b⟩ −

n∑
j=1

|⟨c , aj⟩|
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Ðîëü âåðøèí â çàäà÷àõ ËÏ

ñèìïëåêñ-ìåòîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ôàêòå

Ëåììà

Ïóñòü X � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è ËÏ, íå ñîäåðæàùåå

ïðÿìîé, è çàäà÷à èìååò ðåøåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà X ,
ÿâëÿþùÿÿñÿ ðåøåíèåì.

ìíîæåñòâî ðåøåíèé X ′ � ïåðåñå÷åíèå X ñ àôôèííûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì A � óðîâíåì ôóíêöèîíàëà öåíû

X ′ òàêæå íå ñîäåðæèò ïðÿìîé

X ′ èìååò âåðøèíó

âåðøèíà X ′ ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåðøèíîé X , ïîñêîëüêó A �

ëèáî âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, ëèáî îïîðíàÿ ïëîñêîñòü

äîñòàòî÷íî èñêàòü ðåøåíèå ñðåäè âåðøèí, èõ êîíå÷íîå ÷èñëî
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Ïðåäñòàâëåíèå âåðøèí

ïóñòü P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} � ïîëèýäð ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ, A ∈ Rm×n, x∗ ∈ P � âåðøèíà

òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

I = {i1, . . . , in} ⊂ {1, . . . ,m} òàêîå, ÷òî ñòðîêè ai1 , . . . , ain
ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ëèíåéíîé ñèñòåìû

⟨aik , x⟩ = bik , k = 1, . . . , n

ò.å. x∗ çàäà¼òñÿ n àêòèâíûìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

îãðàíè÷åíèÿìè

ïóñòü I ′ � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé

{ai}i∈I ′ ãåíåðèðóþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî (Rn)∗, èíà÷å x∗ � íå

âåðøèíà

ìîæíî âûáðàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ai

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðåäñòàâëåíèå âåðøèí

ìíîæåñòâî I ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííî äëÿ äàííîé

âåðøèíû

ìíîæåñòâî I ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âåðøèíó ðåøåíèåì

ëèíåéíîé ñèñòåìû n × n

íå âñÿêîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ìîùíîñòüþ n
ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå P

ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèíû ÷åðåç

èíäåêñíîå ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé
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Ïîëèýäð èç ËÏ ñòàíäàðòíîãî âèäà

ðàññìîòðèì ËÏ ñòàíäàðòíîãî âèäà

min
x≥0

⟨c, x⟩ : Ax = b

ãäå A ∈ Rm×n

ïðåäïîëîæåíèÿ:

ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû

ôóíêöèîíàë íå ïîñòîÿíåí íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X

âåðøèíà X îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì I ⊂ {1, . . . , n} ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ìîùíîñòè dim X = n −m
âñå àêòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ � âèäà xi = 0

ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü îãðàíè÷åíèé íàäî ðàññìàòðèâàòü â

àôôèííîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà X

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

àêòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ äàþò ðàâåíñòâà âèäà ⟨ei , x⟩ = 0

îãðàíè÷åíèÿ íåçàâèñèìûå â àôôèííîé îáîëî÷êå X åñëè ei
íåçàâèñèìû ñîâìåñòíî ñî ñòðîêàìè A, ò.å.

det


A
eTi1
. . .
eTin−m

 ̸= 0

ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ, ÷òî îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû A ëèíåéíî

íåçàâèñèìû:

det(ai )i ̸∈I ̸= 0

èíäåêñíîå ìíîæåñòâî B = {i | i ̸∈ I} = {1, . . . , n} \ I íàçûâàåòñÿ
áàçèñíûì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

ìîùíîñòü B ðàâíà ÷èñëó m óñëîâèé ðàâåíñòâà â ËÏ

ñòîëáöû ai , i ∈ B ìàòðèöû A îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

Rm

çíà÷åíèÿ xi , i ∈ B âîññòàíàâëèâàþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû∑
i∈B aixi = b ðàçìåðà m ×m

íå êàæäîå ìíîæåñòâî B ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ai
ïðåäñòàâëÿåò âåðøèíó X

äàííàÿ âåðøèíà X ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ íåñêîëüêèìè

ìíîæåñòâàìè B

âåðøèíà îäíîçíà÷íî âîîñòàíàâëèâàåòñÿ èç B

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è

ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x0, êîòîðóþ ñâÿæåì ñ

îñòàëüíûìè ÷åðåç óðàâíåíèå

x0 + ⟨c , x⟩ = 0

òîãäà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çàïèøóòñÿ â âèäå

Ãx :=

(
1 cT

0 A

)
x =

(
0

b

)
=: b̃

îïðåäåëèì òàêæå B̃ = B ∪ {0}, N = {1, . . . , n} \ B
ñòîëáöû ai , i ∈ B ìàòðèöû A íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ãi , i ∈ B̃ íåçàâèñèìû

ðàçäåëèâ x , Ã íà ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè, ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñèñòåìó â âèäå

ÃB̃xB̃ + ÃNxN = b̃

îòñþäà ïîëó÷àåì

xB̃ + Ã−1

B̃
ÃNxN = Ã−1

B̃
b̃

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ñèìïëåêñ-òàáëèöà

çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå

max
xB≥0,xN≥0,x0

x0 : xB̃ + Ã−1

B̃
ÃNxN = Ã−1

B̃
b̃

èíôîðìàöèþ ìîæíî áîëåå êîìïàêòíî çàïèñàòü â òàáëèöå

T = Ã−1

B̃
b̃ | Ã−1

B̃
ÃN

íóëåâàÿ ñòðîêà T0∗ òàáëèöû êîäèðóåò öåíó

äðóãèå ñòðîêè Ti∗ ñîîòâåòñòâóþò áàçîâûì ïåðåìåííûì

ñòîëáöû T∗j ñîîòâåòñòâóþò íåáàçîâûì ïåðåìåííûì

íóëåâîé ñòîëáåö T∗0 ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ x0 è áàçîâûõ

ïåðåìåííûõ â òåêóùåé âåðøèíå

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Äîïóñòèìîñòü òàáëèöû

òàáëèöà T íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè Ti0 ≥ 0 äëÿ âñåõ i ∈ B

ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ xB ≥ 0, è òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò

âåðøèíå ïîëèýäðà X

òàáëèöà T íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, åñëè T0i ≥ 0

äëÿ âñåõ i ∈ N

öåíà èìååò âèä

−x0 = −T00 + ⟨T0∗, xN⟩

è íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ −T00 äëÿ ëþáîãî

xN ≥ 0, à çíà÷èò è äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êè çàäà÷è

òàáëèöà T íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè Ti0 ≥ 0 äëÿ âñåõ

i ∈ B è T0i ≥ 0 äëÿ âñåõ i ∈ N

òîãäà (xB , xN) = (T∗0, 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, à −T00 �

îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð

ðàññìîòðèì ËÏ

min
x∈R3

+

⟨e3, x⟩ : Ax :=

(
−1 0 1

0 1 1

)
x =

(
1

2

)
=: b

èìååì n = 3, m = 2, #B = 2, #N = 1

óìíîæàÿ ìàòðèöó

(
0 1 e3
b 0 A

)
=

0 1 0 0 1

1 0 −1 0 1

2 0 0 1 1


íà îáðàòíûå ïîäìàòðèö èç ñòîëáöîâ {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}
è îïóñêàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó, ïîëó÷àåì

òàáëèöû äëÿ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
ñîîòâåòñòâåííî

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



B = {1, 2}, N = {3}: äâîéñòâåííî äîïóñòèìà

rhs x3
x0 0 1

x1 −1 −1
x2 2 1

B = {1, 3}, N = {2}: äîïóñòèìà
rhs x2

x0 −2 −1
x1 1 1

x3 2 1

B = {2, 3}, N = {1}: îïòèìàëüíà
rhs x1

x0 −1 1

x2 1 1

x3 1 −1

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



êðàñíûé ñåãìåíò � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â ïðÿìîé ËÏ

çåë¼íàÿ òî÷êà � ðåøåíèå çàäà÷è

ñèíÿÿ òî÷êà � ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì B = {1, 2}, íî íå

äîïóñòèìà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

äëÿ äàííîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà B ËÏ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç

ýëåìåíòû òàáëèöû â âèäå

min
xN≥0,xB≥0

(⟨T0∗, xN⟩ − T00) : (I T∗∗)

(
xB
xN

)
= T∗0

çäåñü ∗ ïðîáåãàåò âñå èíäåêñû êðîìå íóëÿ

ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ ËÏ

max
sN≥0,sB≥0,y

(⟨T∗0, y⟩ − T00) :

(
sB
sN

)
+

(
I

TT
∗∗

)
y =

(
0

T0∗

)
ïîëó÷àåì y = −sB è

sN − TT
∗∗sB = T0∗

ôóíêöèîíàë öåíû íà ìèíèìèçàöèþ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

⟨T∗0, sB⟩+ T00

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Äâîéñòâåííàÿ òàáëèöà

ïîëó÷àåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

min
sB≥0,sN≥0

(⟨T∗0, sB⟩+ T00) : (I − TT
∗∗)

(
sN
sB

)
= T0∗

óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè ãëàñèò

xi si = 0 ∀ i = 1, . . . , n

ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðèíÿòü {si | i ∈ B} â êà÷åñòâå íåáàçîâûõ

ïåðåìåííûõ, à {si | i ∈ N} â êà÷åñòâå áàçîâûõ

îòñþäà ïîëó÷àåì òàáëèöó äëÿ äâîéñòâåííîé ËÏ â ýòîé âåðøèíå

rhs sB
s0 −T00 T∗0
sN T0∗ −TT

∗∗

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Äâîéñòâåííîñòü

êàæäàÿ òàáëèöà äëÿ ïðÿìîé ËÏ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé

òàáëèöå äëÿ äâîéñòâåííîé ËÏ

íåáàçîâûå äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò áàçîâûì

ïðÿìûì è íàîáîðîò

òàáëèöû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà

òðàíñïîíèðîâàíèåì

óìíîæåíèåì äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ íà −1

äîïóñòèìîñòü è äâîéñòâåííàÿ äîïóñòèìîñòü òàáëèöû ìåíÿþòñÿ

ìåñòàìè

äâîéñòâåííàÿ òàáëèöà îïòèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îïòèìàëüíà ïðÿìàÿ

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð

â ïðèìåðå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

max
s∈R3

+,y∈R2
(y1 + 2y2) : s +

−1 0

0 1

1 1

 y = e3

óäàëèâ y = (s1,−s2)T , ïîëó÷àåì

max
s1≥0,s2≥0

(s1 − 2s2) : s3 = −s1 + s2 + 1 ≥ 0

âåðøèíû â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò äâå íóëåâûå

êîìïîíåíòû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



ãîëóáîå ìíîæåñòâî � äîïóñòèìîå äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

ôèîëåòîâàÿ ëèíèÿ � ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèîíàëà öåíû

çåë¼íàÿ òî÷êà � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è

êðàñíàÿ òî÷êà � ãåíåðèðóåòñÿ B = {2, 3}, íî íåäîïóñòèìà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ñèìïëåêñ-ìåòîä

öåëü ìåòîäà � íàéòè îïòèìàëüíóþ òàáëèöó

ìåòîä ãåíåðèðóåò íîâûå òàáëèöû, ïåðåáðàñûâàÿ èíäåêñû èç

ìíîæåñòâà B â N è îáðàòíî

íà êàæäîì øàãå B,N îáìåíèâàþòñÿ ïàðîé èíäåêñîâ

ïðÿìîé ñèìïëåêñ-ìåòîä:

òàáëèöà âñåãäà äîïóñòèìà

ìåòîä ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü òàáëèöó äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé

õîäèò ïî âåðøèíàì äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïðÿìîé çàäà÷è

äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä:

òàáëèöà âñåãäà äâîéñòâåííî äîïóñòèìà

ìåòîä ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü òàáëèöó äîïóñòèìîé

õîäèò ïî âåðøèíàì äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äâîéñòâåííîé

çàäà÷è

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ìåòîä õîäèò ïî âåðøèíàì ïîëèýäðà ïî ïóòè, ñîñòîÿùåì èç

ð¼áåð

èòåðàöèÿ ìîæåò òàêæå îñòàòüñÿ â òîé æå âåðøèíå

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðåîáðàçîâàíèå òàáëèöû

êàê ìåíÿåòñÿ òàáëèöà ïðè îáìåíå èíäåêñîâ i ∈ B , j ∈ N?

ïóñòü N̂ = {0} ∪ N \ {j}, B̂ = {0} ∪ B \ {i}
ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

i ← j
j ← i

TB̂N̂ ← TB̂N̂ − T−1

ij TB̂jTi N̂

TB̂i ← −T−1

ij TB̂j

TjN̂ ← T−1

ij Ti N̂

Tji ← T−1

ij

öåíà èòåðàöèè O(m(n −m)) îïåðàöèé

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Âûáîð èíäåêñîâ

ïðÿìîé ñèìïëåêñ-ìåòîä:

âûáîð èíäåêñà j ∈ N òàêîãî, ÷òî T0j < 0

âûáîð i ∈ B òàêîãî, ÷òî T∗0 ← T∗0 − T−1

ij T∗jTi0 ≥ 0,

Tj0 ← T−1

ij Ti0 ≥ 0

â ÷àñòíîñòè Tij > 0, T∗0 ≥ T−1

ij T∗jTi0, è

i = argmin
k

Tk0T
−1

kj : Tkj > 0

åñëè íåò èíäåêñà j ∈ N òàêîãî, ÷òî T0j < 0, òî òàáëèöà

îïòèìàëüíà

åñëè íåò èíäåêñà i ∈ B òàêîãî, ÷òî Tij > 0, òî çàäà÷à

íåîãðàíè÷åíà

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà äëÿ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïîèñê äîïóñòèìîé òàáëèöû

åñëè èçíà÷àëüíî íåò íè ïðÿìîé, íè äâîéñòâåííîé äîïóñòèìîé

òî÷êè, òî ìåòîäó íóæíî ïðîéòè ôàçó 1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ

äîïóñòèìîé òàáëèöû

ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (íàïîìíèì, ÷òî b ≥ 0)

min
x≥0,z≥0

1T z : Ax + z = b

äëÿ íå¼ åñòü äîïóñòèìàÿ òî÷êà (x , z) = (0, b), â êîòîðîé öåíà

ðàâíà ⟨1, b − Ax⟩
z áàçîâûå, x íåáàçîâûå, ýòî ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöå

−1Tb −1TA
0 cT

b A

âñå ïåðåìåííûå z íóæíî âûâåñòè èç áàçîâîãî ìíîæåñòâà è

çàòåì óäàëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû

âòîðàÿ ñòðîêà âèðòóàëüíàÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëåäèòü íà

íàñòîÿùåé öåíîé
Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð: ïðÿìîé ñèìïëåêñ

ðàññìîòðèì ËÏ

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) :

x1 − 2x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≤ 6

ââîäèì íåâÿçêè

x3 = 1−x1+2x2, x4 = 6−2x1−x2

îáîçíà÷èì â òàáëèöàõ ξ = T0∗,
µ = T∗0, M = T∗∗

äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî è ëèíèè

óðîâíÿ öåíû

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



âåðøèíà (x1, x2) = (0, 0)
ñîîòâåòñòâóåò B = (3, 4),
N = (1, 2), çíà÷åíèþ öåíû 0 è

òàáëèöå

0 −4 3

1 1 −2
6 2 1

âûáèðàåì ñòîëáåö 1

(ξ1 = −4 < 0)

âûáèðàåì ñòðîêó 3

( µ3
M31

= 1 < 3 = µ4
M41

)

ïèâîò-ýëåìåíò M31

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



ïðèõîäèì â âåðøèíó

(x1, x2) = (1, 0) ñ B = (1, 4),
N = (3, 2), çíà÷åíèåì −4 è

òàáëèöåé

4 4 −5
1 1 −2
4 −2 5

âûáèðàåì ñòîëáåö 2

(ξ2 = −5 < 0)

âûáèðàåì ñòðîêó 4

(M42 = 5 > 0)

ïèâîò-ýëåìåíò M42

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



ïðèõîäèì â âåðøèíó

(x1, x2) = (13
5
, 4
5
) ñ B = (1, 2),

N = (3, 4), çíà÷åíèåì −8 è

òàáëèöåé

8 2 1
13

5

1

5

2

5
4

5
−2

5

1

5

òàáëèöà îïòèìàëüíà, ξ ≥ 0

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð: äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ

ðàññìîòðèì òó æå ËÏ

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) :

x1 − 2x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≤ 6

ñ ðåøåíèåì (x1, x2) = (13
5
, 4
5
)

äîáàâèì íîâîå îãðàíè÷åíèå

x1 ≤ 2

è íîâóþ íåâÿçêó

x5 = 2− x1

ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ

íåäîïóñòèìûì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



íîâàÿ íåâÿçêà áàçîâàÿ, è íóæíî

äîáàâèòü íîâóþ ñòðîêó â

òàáëèöó

òåïåðü B = (1, 2, 5), N = (3, 4)

èìååì

x5 = 2− (
13

5
− 1

5
x3 −

2

5
x4)

= −3
5
− (−1

5
x3−

2

5
x4)

8 2 1
13

5

1

5

2

5
4

5
−2

5

1

5

−3

5
−1

5
−2

5

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



B = (1, 2, 5), N = (3, 4)

8 2 1
13

5

1

5

2

5
4

5
−2

5

1

5

−3

5
−1

5
−2

5

øàã äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñà:

âûáèðàåì ñòðîêó 5

(µ5 = −3

5
< 0)

âûáèðàåì ñòîëáåö 4

(− ξ4
M54

= 5

2
< 10 = − ξ3

M53
)

ïèâîò-ýëåìåíò M54

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



ïðèõîäèì â âåðøèíó

(x1, x2) = (2, 1
2
) ñ B = (1, 2, 4),

N = (3, 5), çíà÷åíèåì −13

2
è

òàáëèöåé

13

2

3

2

5

2

2 0 1
1

2
−1

2

1

2
3

2

1

2
−5

2

òàáëèöà îïòèìàëüíà, µ ≥ 0

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå ïðîãðàììû

ËÏ ñ äîïîëíèòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà

÷àñòü ïåðåìåííûõ

min
x≥0

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi ∈ Z ∀ i ∈ I

â îáùåì NP-ñëîæíàÿ çàäà÷à

óäàëåíèåì öåëî÷èñëåííûõ îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ

ðåëàêñàöèþ

min
x≥0

⟨c , x⟩ : Ax = b

å¼ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

èñõîäíîé çàäà÷è

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ðåëàêñàöèè � íèæíÿÿ ãðàíèöà íà

çíà÷åíèå öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Âåòâëåíèå

ïóñòü x∗ � ðåøåíèå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè

åñëè x∗I � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, òî x∗ îïòèìàëüíà òàêæå äëÿ

èñõîäíîé çàäà÷è

èíà÷å ñóùåñòâóåò èíäåêñ i ∈ I òàêîé, ÷òî x∗i äðîáíîå

âåòâëåíèåì ïî xi íàçûâàåì ïîñòðîåíèå äâóõ ËÏ

min
x≥0

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi ≤ ⌊x∗i ⌋ (1)

min
x≥0

⟨c , x⟩ : Ax = b, xi ≥ ⌈x∗i ⌉ (2)

äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà ËÏ (1),(2) íå ïåðåñåêàþòñÿ

èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî èñõîäíîé

çàäà÷è

îíî íå ñîäåðæèò ðåøåíèå x∗ ðåëàêñàöèè

ìèíèìóì çíà÷åíèé ËÏ (1),(2) � ëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà
Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Âåòâëåíèå è îãðàíè÷åíèå

ðåøàòåëè ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííûõ ËÏ

ðåêóðñèâíî ðàçáèâàþò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è íà

áîëåå ìåëêèå ñîñòàâëÿþùèå (âåòâëåíèå)

è ðåøàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè

(îãðàíè÷åíèå)

â äîïîëíåíèå âîçìîæíî óñèëåíèå ðåëàêñàöèé:

äî ðåøåíèÿ ðåëàêñàöèè óñèëåíèåì ãðàíèö íà

öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå (presolve)

îòñå÷åíèÿ ðåøåíèÿ ðåëàêñàöèè îò âûïóêëîé îáîëî÷êè

öåëî÷èñëåííûõ äîïóñòèìûõ òî÷åê

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåíåíèå äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñà

ËÏ â äî÷åðíåì óçëå îòëè÷àåòñÿ îò ËÏ â ðîäèòåëüñêîì óçëå â

îäíîì îãðàíè÷åíèè, à èìåííî, óñèëåíèåì ãðàíèöû íà

öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ xi , ïî êîòîðîé èä¼ò âåòâëåíèå

â îïòèìàëüíîé òàáëèöå ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâÿçêà áàçîâàÿ,

îãðàíè÷åíèå â ðåøåíèè íå àêòèâíî

èçìåíåíèå ãðàíèöû ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ýëåìåíòà â âåêòîðå ïðàâîé ÷àñòè òàáëèöû íà îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå â èíòåðâàëå (−1, 0)
ýòî èçìåíåíèå äåëàåò òàáëèöó íåäîïóñòèìîé, íî îíà îñòà¼òñÿ

äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé

ìîæåì ðåøàòü íîâóþ ðåëàêñàöèþ äâîéñòâåííûì

ñèìïëåêñ-ìåòîäîì

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð

ðàññìîòðèì çàäà÷ó

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) : x1 − 2x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≤ 6, x ∈ Z2

ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ:

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) :

x1 − 2x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≤ 6

ðåøåíèå (13
5
, 4
5
) ñî çíà÷åíèåì

−8

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð

âåòâèì ïî x1
çíà÷åíèå â îïòèìàëüíîé òî÷êå x∗

1
= 13

5

äî÷åðíèå ËÏ:

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) :

x1−2x2 ≤ 1, 2x1+x2 ≤ 6, x1 ≤ 2

ðåøåíèå (2, 1
2
) ñî çíà÷åíèåì

−13

2

âòîðàÿ äî÷åðíÿÿ ËÏ ñ îãðàíè÷åíèåì x1 ≥ 3 íåäîïóñòèìà

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä



Ïðèìåð

âåòâèì ïî x2, çíà÷åíèå â ðåøåíèè ðåëàêñàöèè x∗
2
= 1

2

äî÷åðíèå ËÏ:

min
x∈R2

+

(3x2 − 4x1) :

x1−2x2 ≤ 1, 2x1+x2 ≤ 6, x1 ≤ 2, x2 ≥ 1

èëè

x1−2x2 ≤ 1, 2x1+x2 ≤ 6, x1 ≤ 2, x2 ≤ 0

ðåøåíèÿ (2, 1) è (1, 0)
ñî çíà÷åíèÿìè −5 è −4
îáå ËÏ èìåþò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èñõîäíîé çàäà÷è åñòü ìåíüøåå îò

çíà÷åíèé ðåëàêñàöèé, ðåøåíèå (2, 1) ñî çíà÷åíèåì −5

Ðîëàíä Õèëüäåáðàíä Ñèìïëåêñ-ìåòîä


