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Êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû

Îïðåäåëåíèå

Îñòðîêîíå÷íûé çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ K ⊂ Rn ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì èëè ïðàâèëüíûì.

Îïðåäåëåíèå

Êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä ðåãóëÿðíûì êîíóñîì K ⊂ Rn � ýòî

çàäà÷à îïòèìèçàöèè âèäà

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b.

ëþáàÿ çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà K ñ
àôôèííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì

àëüòåðíàòèâíàÿ
ôîðìóëèðîâêà

min
z
〈c ′, z〉 : A′z + b′ ∈ K

ïåðåìåííàÿ ïàðàìåòðèçóåò
íå êîíóñ, à äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî
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Êëàññû ðåãóëÿðíûõ êîíóñîâ

â îïòèìèçàöèè âñòðå÷àþòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà (êëàññè÷åñêèå êîíè÷åñêèå çàäà÷è)

êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé (ðîáàñòíàÿ
îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ìîìåíòîâ (ïîëèíîìèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ïîëèíîìîâ (ïîëèíîìèàëüíàÿ
îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ñóìì êâàäðàòîâ (âûïóêëûå ðåëàêñàöèè)

êîïîëîæèòåëüíûå êîíóñà (íåâûïóêëûå çàäà÷è)

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ (ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðàììû)

ñòåïåííûå êîíóñà (îãðàíè÷åíèÿ íà p-íîðìó)
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà, èñïîëüçóþùèåñÿ â îïòèìèçàöèè:

îðòàíò Rn
+ =

{
(x1, . . . , xn)T | xi ≥ 0

}
êîíóñ Ëîðåíöà

Ln =
{

(x0, . . . , xn−1) | x0 ≥
√
x21 + · · ·+ x2n−1

}
ìàòðè÷íûé êîíóñ Sn+ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö

ìàòðè÷íûé êîíóñ Hn
+ êîìïëåêñíûõ ýðìèòîâûõ

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö

èõ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé,
ïîçâîëÿþùåé ïðèìåíÿòü áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
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Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

ïðîãðàììû íàä ñèììåòðè÷åñêèìè êîíóñàìè

ëèíåéíûå ïðîãðàììû (LP) íàä Rn
+: ∼ 107 ïåðåìåííûõ

êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû (SOCP) íàä
∏

j Lnj :

∼ 105 ïåðåìåííûõ

ïîëó-îïðåäåë¼ííûå ïðîãðàììû (SDP) íàä Sn+: ∼ 103

ïåðåìåííûõ

íàëè÷èå ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ðåøàòü á�îëüøèå çàäà÷è

LP ⊂ SOCP ⊂ SDP

ðàçðàáîòàíû ñîëâåðû (CLP, LiPS, SDPT3, SeDuMi, CPLEX,
MOSEK, ...)
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Ïðèìåðû íåñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp = cl {(t, tx , ty) | t ≥ 0, y ≥ ex}
= {(t, tx , ty) | t > 0, y ≥ ex} ∩ {(0, tx , ty) | x ≤ 0, y ≥ 0}

îãðàíè÷åíèå y ≥ ex çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1, x , y) ∈ Kexp

ñòåïåííîé êîíóñ

Kp = {(x , y , z) | |z | ≤ x1/py1/q, x ≥ 0, y ≥ 0}

ãäå 1
p + 1

q = 1, p, q ∈ [1,+∞]
îãðàíè÷åíèå x ≥ |z |p äëÿ p ≥ 1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(x , 1, z) ∈ Kp
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Äâîéñòâåííûé êîíóñ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Äâîéñòâåííûì ê

K íàçûâàåòñÿ êîíóñ

K ∗ = {s ∈ Rn = (Rn)∗ | 〈s, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ K} .

äâîéñòâåííûé êîíóñ îïðåäåë¼í â äâîéñòâåííîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå

åñëè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî
äâîéñòâåííîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðÿìûì ïðîñòðàíñòâîì

äëÿ ðåãóëÿðíîãî K êîíóñ K ∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, è
(K ∗)∗ = K
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Êàê âû÷èñëÿòü äâîéñòâåííûé êîíóñ

ýëåìåíòû ãðàíèöû ∂K ∗ äâîéñòâåííîãî êîíóñà ÿâëÿþòñÿ
íîðìàëÿìè ê ïîäïèðàþùèì K ïëîñêîñòÿì
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Ïðèìåðû (ñàìî)äâîéñòâåííûõ êîíóñîâ

îòîæäåñòâëÿÿ Rn ñ Rn ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈x , y〉 = xT y , ïîëó÷àåì

(Rn
+)∗ = Rn

+

L∗n = Ln

îòîæäåñòâëÿÿ Sn ñ (Sn)∗ (Hn ñ (Hn)∗) ÷åðåç ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå 〈A,B〉 = tr(AB), ïîëó÷àåì

(Sn+)∗ = Sn+
(Hn

+)∗ = Hn
+

îòîæäåñòâëÿÿ R3 ñ R3 ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈x , y〉 = xT y , ïîëó÷àåì

K ∗exp = cl {(−tx ,−t, te−1y) | t ≥ 0, y ≥ ex}
K ∗p = {(x/p, y/q, z) | |z | ≤ x1/py1/q, x ≥ 0, y ≥ 0}
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Îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ

ñàìîäâîéñòâåííûé: ëèíåéíî èçîìîðôåí äâîéñòâåííîìó

îäíîðîäíûé êîíóñ: ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ
êîíóñà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âíóòðåííîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîäâîéñòâåííûé îäíîðîäíûé êîíóñ íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì.

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû
[Âèíáåðã, 1960; Koecher, 1962]

îðòàíò Rn
+

êîíóñ Ëîðåíöà Ln

ìàòðè÷íûå êîíóñà Sn+,Hn
+,Qn

+,O3
+ (âåùåñòâåííûå,

êîìïëåêñíûå, êâàòåðíèîííûå, îêòîíèîííûé)

ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
∏m

i=1 Ki
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Êîíè÷åñêàÿ äâîéñòâåííîñòü

äàíà ïðÿìàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b

ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò s ∈ K ∗ âèäà s = c − AT y

äëÿ ëþáîãî x èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èìååì

0 ≤ 〈s, x〉 = 〈c , x〉 − 〈AT y , x〉 = 〈c, x〉 − 〈y ,Ax〉 = 〈c , x〉 − 〈y , b〉

ìû ïîëó÷èëè íèæíþþ îöåíêó 〈b, y〉 íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
èñõîäíîé (ïðÿìîé) ïðîãðàììû
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äâîéñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä äâîéñòâåííûì
êîíóñîì K ∗ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ýòîé
îöåíêè

max
y
〈b, y〉 : c − AT y ∈ K ∗

äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òî÷êè x âåëè÷èíà 〈c , x〉 ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé îöåíêîé îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé
ïðîãðàììû

ðàçíèöà ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè � ðàçðûâ
äâîéñòâåííîñòè
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Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà

àôôèííóþ îáîëî÷êó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñõîäíîé
ïðîãðàììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû r + L
L = ker A ⊂ Rn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, Ar = b
âåêòîð r ∈ Rn âûáðàí òàê, ÷òî 〈c , r〉 = 0

ïðÿìàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c , x〉 : x ∈ r + L

òîãäà

〈b, y〉 = 〈Ar , y〉 = 〈r ,AT y〉 = 〈r , c − s〉 = −〈r , s〉, L⊥ = Im AT

äâîéñòâåííàÿ ïðîãðàììà

max
s∈K∗

−〈r , s〉 : s ∈ c + L⊥
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Ïðèíöèï ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè

ñëîæíîñòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû â îãðàíè÷åíèè x ∈ K

óñòðàíÿåì ýòî óñëîâèå ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ñòðîãî
âûïóêëîé áàðüåðíîé ôóíêöèè F : K o → R ê ôóíêöèè öåíû
limx→∂K F (x) = +∞ � ñâîéñòâî áàðüåðà

âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b

ïîëó÷àåì 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàäà÷

min
x

(τ〈c , x〉+ F (x)) : Ax = b

τ > 0 � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà
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Ïðèíöèï ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè

ïóñòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òîãäà

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ òî÷êè ìèíèìóìà x∗(τ)
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû

ïðè τ → +∞ ðåøåíèå x∗(τ) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó x∗ â
îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé

äèôôåðåíöèðóåìóþ êðèâóþ x∗(τ) íàçûâàþò öåíòðàëüíûì
ïóò¼ì

ïðÿìîé ìåòîä ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè ïåðåìåæàåò øàã
ïî íàïðàâëåíèþ ê ìèíèìóìó x∗(τ) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è è
óâåëè÷åíèå ïåðåìåòðà τ ýòîé çàäà÷è

äëÿ øàãà ìèíèìèçàöèè èñïîëüçóþò ìåòîä Íüþòîíà
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Ïðèíöèï ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè

ñåðûå: öåëåâûå òî÷êè íà öåíòðàëüíîì ïóòè
÷¼ðíûå: èòåðàöèè â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå

îáíîâëåíèå öåëåâîé òî÷êè ïåðåìåæàåòñÿ ñ øàãîì Íüþòîíà ïî
íàïðàâëåíèþ ê òåêóùåé öåëåâîé òî÷êå

ïðî öåëåâóþ òî÷êó èçâåñòíî, ÷òî îíà ìèíèìèçèðóåò
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ öåíû F (x) + τ〈c , x〉 íà {x | Ax = b}
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Ìåòîä Íüþòîíà

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëîé
ôóíêöèè f (x) êëàññà C 3 íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå D

íà k-îì øàãå: àïïðîêñèìèðóåì

f (x) ≈ qk(x) = f (xk) + 〈f ′(xk), x − xk〉+
1

2
〈f ′′(xk)(x − xk), x − xk〉

ìèíèìèçèðóåì êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ qk

xk+1 = xk − γk(f ′′(xk))−1f ′(xk)

γk � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ (damping coe�cient)
òî÷íûé ìèíèìóì ôóíêöèè qk äîñòèãàåòñÿ ïðè γk = 1
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

M � ãðàô ãðàäèåíòà f , Mk � ãðàô ãðàäèåíòà qk
àïïðîêñèìèðóåì M êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ Mk â òî÷êå
(x , f ′(x))
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Àôôèííàÿ èíâàðèàíòíîñòü

ïóñòü A ∈ Rn×n îáðàòèìà, b ∈ Rn, è

x 7→ x̃ = Ax + b, x = A−1(x̃ − b)

ìèíèìèçèðóåì f̃ (x̃) = f (x(x̃)) = f (A−1(x̃ − b)) øàãîì Íüþòîíà

f̃ ′(x̃) = A−T f ′(x)

f̃ ′′(x̃) = A−T f ′′(x)A−1

åñëè x̃k = Axk + b, òî ñëåäóþùàÿ òî÷êà

x̃k+1 = x̃k − γk(f̃ ′′(x̃k))−1f̃ ′(x̃k)

= Axk + b − γk(A−T f ′′(xk)A−1)−1A−T f ′(xk)

= Axk + b − γkA(f ′′(xk))−1f ′(xk) = Axk+1 + b

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé ýêâèâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
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Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò

êàê èçìåðèòü ïðîãðåññ, ñäåëàííûé íà äàííîì øàãå?

ëîêàëüíàÿ ìåòðèêà f ′′(xk)

äëèíà øàãà ρk =
√

(xk+1 − xk)T f ′′(xk)(xk+1 − xk)

íîðìà ãðàäèåíòà ρk =
√

f ′(xk)T (f ′′(xk))−1f ′(xk)

ïðîãíîçèðóåìûé ïðîãðåññ f (xk)− qk(xk+1) =
ρ2k
2

ρk íàçûâàåòñÿ Íüþòîíîâñêèì äåêðåìåíòîì
ρk èçìåðÿåò, íàñêîëüêî äàëåêî òî÷êà xk íàõîäèòñÿ îò
ìèíèìóìà, ρk = 0 â òî÷êå ìèíèìóìà
ρk àôôèííî èíâàðèàíòåí

â èäåàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà f = qk , èìååì ρk+1 = 0
çíà÷åíèå ρk+1 êîíòðîëèðóåòñÿ ðàçíèöåé qk+1 − qk ìåæäó
ñòàðîé è íîâîé àïïðîêñèìàöèåé

èòåðàöèÿ ìîæåò âûâåñòè èç ìíîæåñòâà D
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Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëàÿ C 3 ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ

ñàìîñîãëàñîâàííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ D è ëþáîãî

êàñàòåëüíîãî âåêòîðà h ∈ TxD èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(f ′′(x)[h, h])3/2.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííîé åñëè

âäîáàâîê èìååò ìåñòî

lim
x∈∂D

f (x) = +∞.
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Ñâîéñòâà

îïåðàöèè, ñîõðàíÿþùèå (ñèëüíóþ) ñàìîñîãëàñîâàííîñòü

f (x) ñ.-ñ. ⇒ g(x) = f (Ax + b) ñ.-ñ.

f ñ.-ñ. ⇒ f + l ñ.-ñ. äëÿ ëèíåéíûõ l

f ñ.-ñ., L àôôèííîå ïîäïð-âî ⇒ f |L ñ.-ñ.

f ñ.-ñ. ⇒ αf ñ.-ñ. äëÿ α ≥ 1

f , g ñ.-ñ. ⇒ f + g ñ.-ñ.

f ñ.-ñ. ⇒ ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Ëåæàíäðó f ∗ ñ.-ñ.

ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Ëåæàíäðó îïðåäåëåíà êàê

f ∗(p) = sup
x∈D
〈p, x〉 − f (x)

ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå íà òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ è ïîòðåáîâàòü
òîëüêî f ∈ C 2(D) è

lim sup
t→0

|f ′′(x + th)[h, h]− f ′′(x)[h, h]|
t

≤ 2(f ′′(x)[h, h])3/2
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Ýëëèïñîèä Äèêèíà

ïóñòü x ∈ D, h � êàñàòåëüíûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû â ‖ · ‖x
îáîçíà÷èì σ(t) = f ′′(x + th)[h, h], òîãäà σ(0) = 1
ïî óñëîâèþ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè |σ̇| ≤ 2σ3/2, îòêóäà

1
(1+t)2

≤ σ(t) ≤ 1
(1−t)2

Ñëåäñòâèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü f � ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà îáëàñòè D.
Òîãäà D ñîäåðæèò îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â ëîêàëüíîé

ìåòðèêå (ýëëèïñîèä Äèêèíà)

Ex = {y | 〈f ′′(x)(y − x), y − x〉 < 1}.

åñëè ρk < 1, òî ïîëíûé øàã Íüþòîíà íå âûâåäåò èç îáëàñòè D

èíà÷å íåîáõîäèìî óêîðîòèòü øàã: γk < ρ−1k

Roland Hildebrand Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè



Ïîâåäåíèå äåêðåìåíòà

â ìåòîäàõ âíóòðåííåé òî÷êè èñïîëüçóþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûå

áàðüåðû F
âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè F (x) + τ〈c , x〉 òàêæå
ñàìîñîãëàñîâàíû íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ òî÷åê

àíàëèç ñõîäèìîñòè îñíîâàí íà èçó÷åíèè ýâîëþöèè äåêðåìåíòà

äåêðåìåíò çàâèñèò íå òîëüêî îò òî÷êè x ∈ D, íî è îò τ

øàã Íüþòîíà ïðèáëèæàåò òåêóùóþ òî÷êó ê ìèíèìóìó è
óìåíüøàåò äåêðåìåíò

îáíîâëåíèå τ óäàëÿåò ìèíèìóì îò òåêóùåé òî÷êè è
óâåëè÷èâàåò äåêðåìåíò

áîëüøèé âûèãðûø íà øàãå ïîçâîëÿåò ñèëüíåå óâåëè÷èòü τ

äåêðåìåíò êîëåáëåòñÿ â äèàïàçîíå, ïîçâîëÿþùåì
óâåëè÷èâàòü τ ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ
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Èçâåñòíûå îöåíêè: ïîëíûé øàã

îöåíêè îñíîâàíû íà ñîîòíîøåíèè [Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ.
Íåìèðîâñêèé 1994]

(1− ||x − xk ||xk )2F ′′(xk) � F ′′(x) � (1− ||x − xk ||xk )−2F ′′(xk)

äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü F � ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà D. Åñëè

ρk < λ∗ = 3−
√
5

2 ≈ 0.3820, òî ïîñëå ïîëíîãî øàãà Íüþòîíà

èìååì

ρk+1 ≤
(

ρk
1− ρk

)2

< ρk .
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Èçâåñòíûå îöåíêè: óêîðî÷åííûé øàã

Òåîðåìà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü F � ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà D. Åñëè

ρk < λ∗ =
√
5−1
2 ≈ 0.6180, òî ïîñëå óêîðî÷åííîãî øàãà Íüþòîíà

ñ êîýôôèöèåíòîì γk = 1
1+ρk

èìååì

ρk+1 ≤
ρ2k(2 + ρk)

1 + ρk
< ρk .

Òåîðåìà (Þ.Å. Íåñòåðîâ 2018)

Ïóñòü F � ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà D. Åñëè
ρk < λ∗ = roots(λ3 + λ2 + λ− 1) ≈ 0.5437, òî ïîñëå

óêîðî÷åííîãî øàãà Íüþòîíà ñ êîýôôèöèåíòîì γk = 1+ρk
1+ρk+ρ

2
k

èìååì

ρk+1 ≤ ρ2k
(
1 + ρk +

ρk
1 + ρk + ρ2k

)
< ρk .

Roland Hildebrand Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè



âåðõíèå îöåíêè íà ρk+1

ñïëîøíàÿ � ïîëíûé øàã γk = 1
øòðèõîâàÿ � óêîðî÷åííûé øàã γk = 1

1+ρk

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � óêîðî÷åííûé øàã γk = 1+ρk
1+ρk+ρ

2
k
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Îïòèìàëüíûå îöåíêè

îïòèìàëüíûå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëèíà îïòèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ çàâèñèò îò ρk
äîñòàòî÷íî íàõîäèòüñÿ â ýëëèïñîèäå Äèêèíà, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàíî ïîíèçèòü äåêðåìåíò
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Äèàïàçîí áûñòðåéøåé ñõîäèìîñòè

ñëèøêîì ìàëåíüêèé èëè áîëüøîé äåêðåìåíò â èñõîäíîé òî÷êå
øàãà Íüþòîíà ïðèâîäèò ê ìàëîìó ïðîãðåññó

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå λ ìàêñèìèçèðóåò ρk+1 − ρk
îáíîâëÿåì ïàðàìåòð τ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äåêðåìåíò ñòàë
ðàâíûì λ
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Àëãîðèòì

ñòàðòóåì ñ ïàðû (x0, τ0) ∈ X × R++, òàê ÷òî ρ
0
0 = λ

äåëàåì øàã Íüþòîíà ïî íàïðàâëåíèþ ê ðåøåíèþ x∗(τ0),
ïîëó÷àåì x1, äåêðåìåíò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ρ

0
1

îáíîâëÿåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íà τ1 > τ0, òàê ÷òî ρ
1
1 = λ

ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè

íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ρkk = λ, ρkk+1 ≤ λ

ρlk � äåêðåìåíò â xk ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè τl〈c, x〉+ F (x)
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Ïàðàìåòð áàðüåðà

ïîòðåáóåì åù¼ îäíî óñëîâèå îò áàðüåðà:
ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ν òàêàÿ, ÷òî

||F ′(x)||2x = (F ′(x))T (F ′′(x))−1F ′(x) ≤ ν ∀ x ∈ D

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì ñ ïàðàìåòðîì ν íà âûïóêëîì

ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ C 3 ôóíêöèÿ F : X o → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F ′′ � 0 (ëîêàëüíî ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü)

F |∂X = +∞ (ñâîéñòâî áàðüåðà)

F ′′′(x)[h, h, h]≤2(F ′′(x)[h, h])3/2 äëÿ âñåõ x ∈ X o , h ∈ TxX
o

F ′(x)[h] ≤
√
νF ′′(x)[h, h] äëÿ âñåõ x ∈ X o , h ∈ TxX

o
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Îáíîâëåíèå τ

â òåêóùåé òî÷êå xk äåêðåìåíò êàê ôóíêöèÿ îò τ çàäà¼òñÿ
ãèïåðáîëîé

ρ(τ) = ||F ′(xk)+τc ||xk =
√

(F ′(xk) + τc)T (F ′′(xk))−1(F ′(xk) + τc)

îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó íà ïðîèçâîäíóþ

dρ

dτ
≤
√

cT (F ′′(xk))−1c = ||c ||xk

ýêâèâàëåíòíî
dρ

d log τ
≤ τ ||c ||xk
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Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

îöåíêà øàãà ïî τ ñâåðõó

τk+1 − τk ≥
ρk+1
k+1 − ρ

k
k+1

||c||xk
≥ λ− λ
||c ||xk

äëÿ áîëüøèõ τ ïîëó÷àåì

F ′(xk) ≈ −cτk , ||c ||xk ≈
||F ′(xk)||xk

τk
≤
√
ν

τk

îòñþäà τk+1−τk
τk

≈ log τk+1
τk
∼ λ−λ√

ν

ìåíüøèé ïàðàìåòð áàðüåðà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè

ãåíåðèðóåìûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ â O(1) îêðåñòíîñòè
öåíòðàëüíîãî ïóòè (â ëîêàëüíîé íîðìå)
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Íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ ìåòîäà

áîëüøèé âûèãðûø â ρ íà øàãå Íüþòîíà ïîçâîëÿåò

äåëàòü áîëüøèé øàã τk+1 − τk âäîëü öåíòðàëüíîãî ïóòè

óâåëè÷èòü îêðåñòíîñòü öåíòðàëüíîãî ïóòè, â êîòîðîé
ãåíåðèðóþòñÿ òî÷êè
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Èòîãè

ìåòîä ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè ñ êîðîòêèì øàãîì

ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

íà êàæäîì øàãå ìîæíî óâåëè÷èâàòü log τ íà âåëè÷èíó
ïîðÿäêà ν−1/2

÷åì áîëüøå ïàðàìåòð ν, òåì ìåäëåííåå ìåòîä áóäåò
ñõîäèòüñÿ

ñëîæíîñòü çàäà÷è çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ýôôåêòèâíî
âû÷èñëèìîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ñ íåáîëüøèì
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

âîçìîæíîñòü îòñòóïàòü äàëüøå îò öåíòðàëüíîãî ïóòè
óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü

ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì èñïîëüçóþò äîïîëíèòåëüíóþ
ñòðóêòóðó
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Ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ F : K o → R êëàññà C 3, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F (αx) = −ν logα + F (x) (ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü)

F ′′(x) � 0 (ëîêàëüíî ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü)

limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî)

|F ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(F ′′(x)[h, h])3/2 (ñàìîñîãëàñîâàííîñòü)

äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ h â êàæäîé òî÷êå x ∈ K o .

Ïàðàìåòð îäíîðîäíîñòè ν íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì áàðüåðà.

ðàñòÿæåíèÿ äåéñòâóþò ïðèáàâëåíèåì êîíñòàíò ê F
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Îãðàíè÷åííîñòü äåêðåìåíòà

îáà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòèìû, ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷íàÿ
îäíîðîäíîñòü îãðàíè÷èâàåò Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò

äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå F (αx) = −ν logα + F (x) ïî x
ïîëó÷èì αF ′(αx) = F ′(x)
äèôôåðåíöèðóÿ ýòî è èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ïî α ïðè α = 1
ïîëó÷èì

F ′(x) + F ′′(x) · x = 0, 〈F ′(x), x〉 = −ν

(F ′′(x))−1F ′(x) = −x , (F ′(x))T (F ′′(x))−1F ′(x) = −〈F ′(x), x〉 = ν
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Äâîéñòâåííûé áàðüåð

ïóñòü f : D → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ∗(s) = sup
x∈D
〈s, x〉 − f (x)

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî áàðüåðà

ñ ïàðàìåòðîì ν íà êîíóñå K ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì áàðüåðîì ñ òåì æå ïàðàìåòðîì ν íà −K ∗.

äâîéñòâåííûé áàðüåð îïðåäåëèì êàê
F∗(s) = F ∗(−s) = supx∈K (−〈s, x〉 − F (x))
èìååì F∗(τx) = τ−1F∗(x) äëÿ âñåõ τ > 0, x ∈ K o
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Ðèìàíîâû ìåòðèêè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ãåññèàí áàðüåðà F íà êîíóñå K
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðèìàíîâó ìåòðèêó

òîãäà âíóòðåííîñòü êîíóñà K ïðèíèìàåò ñòðóêòóðó ïîëíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà D : x 7→ p = −F ′(x) ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé ìåæäó âíóòðåííîñòüþ ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî

êîíóñîâ. Èçîìåòðèÿ äåéñòâóåò íà òåíçîð òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ

áàðüåðà óìíîæåíèåì íà −1.
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Áàðüåðû íà ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñàõ

äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áàðüåðû

êëàññ K F ν

LP Rn
+ −

∑n
i=1 log xi n

SOCP
∏J

j=1 Lnj −
∑

j log
(

(x j0)2 − (x j1)2 − · · · − (x jnj−1)2
)

2J

SDP Sn+ − log detA n

íà
∏m

i=1 Ki èñïîëüçóåòñÿ F (x1, . . . , xm) =
∑m

i=1 Fi (xi ) ñ
ïàðàìåòðîì ν =

∑m
i=1 νi

ïàðàìåòð ýòèõ áàðüåðîâ îïòèìàëüíûé

áàðüåðû àâòî-øêàëèðîâàííûå ⇒ ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì
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Ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp =
{

(x , y , 0) | x ≤ 0, y ≥ 0} ∪ {(x , y , z) | z > 0, y ≥ zex/z
}

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå èìååòñÿ áàðüåð

F (x , y , z) = − log
(
z log

y

z
− x
)
− log y − log z ,

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν = 3 òàêæå îïòèìàëüíî
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Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ

ôóíêöèÿ îáú¼ìà V : K o 3 x 7→ Vol{p ∈ K ∗ | 〈x , p〉 < 1}
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
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Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

Òåîðåìà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé, 1994)

Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà K ⊂ Rn

F (x) = c logV (x)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñ ïàðàìåòðîì

ν = c · n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

ïîçæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü c = 1 [Bubeck,
Eldan 2015]
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Ñâîéñòâà

óíèâåðñàëüíûé áàðüåð F

A ∈ Aut K ⇒ F (Ax) = F (x) + log det A

èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ SL(n,R)

F∏
i Ki

=
∑

i FKi

äëÿ íåîäíîðîäíûõ êîíóñîâ òðóäíî âû÷èñëèì
íå ýêâèâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîñòè

äâîéñòâåííûé ê óíèâåðñàëüíîìó íàçûâàåòñÿ ýíòðîïè÷åñêèì

[Bubeck, Eldan '15]
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Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Òåîðåìà

Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå F : D → R
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ log detF ′′ = 2F ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì limx→∂D F (x) = +∞.

Òåîðåìà

Åñëè D � âíóòðåííîñòü âûïóêëîãî ðåãóëÿðíîãî êîíóñà K , ýòî

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì

ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Äâîéñòâåííûé

áàðüåð ê êàíîíè÷åñêîìó áàðüåðó íà êîíóñå K ñîâïàäàåò ñ

êàíîíè÷åñêèì áàðüåðîì íà äâîéñòâåííîì êîíóñå K ∗.
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Ñâîéñòâà

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè ÷òî è
óíèâåðñàëüíûé

ýêâèâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîñòè

ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì (è ýíòðîïè÷åñêèì) íà
îäíîðîäíûõ êîíóñàõ (â òîì ÷èñëå íà ñèììåòðè÷åñêèõ)

âû÷èñëèì íà íåêîòîðûõ íåîäíîðîäíûõ êîíóñàõ ñ áîëüøîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé

íà ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñàõ âñå òðè áàðüåðà çàäàþòñÿ
ñòàíäàðòíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì áàðüåðîì
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Ïðèìåð êàíîíè÷åñêîãî áàðüåðà

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå Kexp

Fcan(x , y , z) = − log y − 2 log z + φ
(
log

y

z
− x

z

)
φ : R++ → R çàäàíà íåÿâíî êðèâîé{(

t
φ

)
=

1

2

(
log(1 + κ) + 2κ

log(1 + κ)− 3 log κ

) ∣∣∣∣ κ ∈ R++

}

Roland Hildebrand Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè



Ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû

ïðÿìàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b

äâîéñòâåííàÿ ïðîãðàììà

max
s∈K∗
〈b, z〉 : s = c − AT z

ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøàþò ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ
ïðîãðàììû îäíîâðåìåííî è ãåíåðèðóþò ïàðû
(xk , sk) ∈ intK × intK ∗

ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû óäîáíî àíàëèçèðîâàòü â
ïðîèçâåäåíèè Rn × Rn ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâ
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Îáúåêòû â Rn × Rn

ïðÿìîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî P = {x |Ax = b} ⊂ Rn,
dimP = k , n − k êîë-âî ñòðîê A

äâîéñòâåííîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
D = {s | ∃ z : s = −(AT z − c)} ⊂ Rn, dimD = n − k

ïðîèçâåäåíèå A = P × D, dimA = n

ãðàô ëåæàíäðîâîé èçîìåòðèè M = {(x ,−F ′(x)) | x ∈ K o},
dimM = n

ïðÿìîé öåíòðàëüíûé ïóòü ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå ïðÿìîé
êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ (P × R · D)

äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå
äâîéñòâåííîé êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ (R · P × D)
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Ïðÿìî-äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü

òî÷êó (x , µs) ∈ M ∩ (P × R · D) ìîæíî ñîîòíåñòè ñ òî÷êîé
(µx , s) ∈ M ∩ (R · P × D)

ýòî îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêóþ áèåêöèþ ìåæäó ïðÿìûì è
äâîéñòâåííûì öåíòðàëüíûìè ïóòÿìè

îïðåäåëèì êðèâóþ

R ·M ∩ A = {(√µx ,√µs) ∈ M | (x , s) ∈ A}

êàê ïðÿìî-äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü

ïàðàìåòð µ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïàðàìåòðà τ ïðÿìîãî ïóòè êàê
µ = τ−1
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Ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè

èòåðàöèè (xk , sk) ñîñòîÿò èç ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
êîìïîíåíò

ïåðåìåæàåì îáíîâëåíèå ïàðàìåòðà τ (èëè µ) íà
ïðÿìî-äâîéñòâåííîì öåíòðàëüíîì ïóòè è øàã Íüþòîíà ïî
íàïðàâëåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå

ðàçíûå ñïîñîáû ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû,
îïðåäåëÿþùåé öåíòðàëüíûé ïóòü, ïðèâîäÿò ê ðàçíûì
íàïðàâëåíèÿì ïîèñêà (search direction)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàçîðîâ 〈xk , sk〉 ìîíîòîííî óáûâàåò

íåêîòîðûå ìåòîäû ìèíèìèçèðóþò ïîòåíöèàë, íàïðèìåð

V (x , s) = F (x) + F∗(s) + const · log〈x , s〉

êîíñòàíòà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ν áàðüåðà F
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Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, K ∗ äâîéñòâåííûé
ê íåìó, F � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà K ñ ïàðàìåòðîì ν,
F∗ � äâîéñòâåííûé ê íåìó áàðüåð íà K ∗. Òîãäà F íàçûâàåòñÿ

àâòî-øêàëèðîâàííûì åñëè äëÿ âñåõ x ,w ∈ K o ñïðàâåäëèâî

s = F ′′(w)x ∈ intK ∗, F∗(s) = F (x)− 2F (w)− ν.

Êîíóñ K , äîïóñêàþùèé àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð,

íàçûâàåòñÿ àâòî-øêàëèðîâàííûì.

[Þ.Å. Íåñòåðîâ, Ì. Òîää, 1996]: äëÿ ëþáîé ïàðû
(x , s) ∈ (K × K ∗)o ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà øêàëèðîâêè
w ∈ K o òàêàÿ, ÷òî

F ′′(w)x = s
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Êëàññèôèêàöèÿ

Hauser, G�uler, Lim, Schmieta 1998 � 2002:

àâòî-øêàëèðîâàííûé êîíóñ ⇔ ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ

àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû íà ïðîèçâåäåíèÿõ êîíóñîâ
ÿâëÿþòñÿ âçâåøåííûìè ñóììàìè àâòî-øêàëèðîâàííûõ
áàðüåðîâ íà íåïðèâîäèìûõ ôàêòîðàõ

àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû íà íåïðèâîäèìûõ êîíóñàõ
ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìàìè äåòåðìèíàíòîâ
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Ïðèìåðû

òî÷êà øêàëèðîâêè äëÿ ñòàíäàðòíûõ áàðüåðîâ

LP: K = Rn
+, F = −

∑n
i=1 log xi

F ′′(w) = diag
(
w−21 , . . . ,w−2n

)
, w−2i xi = si , w =

(√
x1
s1
, . . . ,

√
xn
sn

)

SDP: K = Sn+, F = − log detX

F ′′(W )[X , ·] = W−1XW−1 = S , W = UΛ
1/2
X Λ

−1/2
S UT ,

ãäå X = UΛXU
T , S = UΛSU

T � äèàãîíàëèçèðóþùèå
ðàçëîæåíèÿ X ,S

w � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñðåäíÿÿ ìåæäó x è s−1
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Òî÷êà øêàëèðîâêè êàê áëèæàéøàÿ òî÷êà

íà ïðîèçâåäåíèè Rn × Rn ìîæíî ââåñòè ðàññòîÿíèå

d2((x , s), (x ′, s ′)) = 〈x − x ′, s − s ′〉

òî÷êà (w ,−F ′(w)) ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê (x , s) òî÷êîé íà M:

〈x − w , s + F ′(w)〉 → max

ïðîèçâîäíàÿ ïî w ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

−(s + F ′(w)) + F ′′(w)(x − w) = 0

êðàñíûå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ, ïîñêîëüêó F ′′(w)w = −F ′(w)
ïîëó÷àåì óñëîâèå øêàëèðîâêè F ′′(w)x = s
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Íàïðàâëåíèå ïîèñêà Íåñòåðîâà-Òîääà

ïëîñêîñòü Mk ïàðàëëåëüíà ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå
(w ,−F ′(w)) è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (x ,−F ′(x)), (−F ′∗(s), s)
(ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ)
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Íàïðàâëåíèå ïîèñêà Íåñòåðîâà-Òîääà

ïåðåñå÷åíèå R ·Mk ∩ A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé è àïïðîêñèìèðóåò
ïðÿìî-äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü

íàïðàâëåíèå àôôèííîé øêàëèðîâêè Íåñòåðîâà-Òîääà åñòü
êàñàòåëüíîå ê ýòîé ïðÿìîé íàïðàâëåíèå

íàïðàâëåíèå öåíòðèðóþùåé øêàëèðîâêè Íåñòåðîâà-Òîääà åñòü
íàïðàâëåíèå èç òåêóùåé òî÷êè (xk , sk) íà áëèæàéøóþ òî÷êó
ýòîé ïðÿìîé

íàïðàâëåíèå àôôèííîé øêàëèðîâêè: ïðîäâèãàåòñÿ
ïàðàëëåëüíî öåíòðàëüíîìó ïóòè

íàïðàâëåíèå öåíòðèðóþùåé øêàëèðîâêè: êîððåêòèðóåò íåâÿçêó
ñ öåíòðàëüíûì ïóò¼ì, íå óëó÷øàÿ ïàðàìåòð τ
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Íàïðàâëåíèÿ øêàëèðîâîê

íàïðàâëåíèå àôôèííîé øêàëèðîâêè
íàïðàâëåíèå öåíòðèðóþùåé øêàëèðîâêè

ïðÿìî-äâîéñòâåííûé öåíòðàëüíûé ïóòü R ·M ∩ A
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðÿìîé R ·Mk ∩ A
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Ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì

ìåòîäû ñ êîðîòêèì øàãîì èñïîëüçóþò êîìáèíàöèþ àôôèííîé
è öåíòðèðóþùåé øêàëèðîâîê

ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì èäóò ïî íàïðàâëåíèþ àôôèííîé
øêàëèðîâêè, ïîêà íå äîñòèãíóò ãðàíèöû íåêîòîðîé ¾áîëüøîé¿
îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî ïóòè

âàðèàíòû ìåòîäîâ

ïðåäèêòîð-êîððåêòîð: ïîñëå ¾äëèííîãî¿ øàãà ñëåäóåò
îäèí èëè íåñêîëüêî êîððåêòèðóþùèõ øàãîâ ïî
öåíòðèðóþùåìó íàïðàâëåíèþ, ïîêà èòåðàöèè íå
ïðèáëèçÿòñÿ äîñòàòî÷íî ê öåíòðàëüíîìó ïóòè

âûñøåãî ïîðÿäêà: àïïðîêñèìèðóþò öåíòðàëüíûé ïóòü
ïîëèíîìîì âìåñòî ïðÿìîé

íà ïðàêòèêå áûñòðåå ìåòîäîâ ñ êîðîòêèì øàãîì, õîòÿ â òåîðèè
íå ëó÷øå èëè äàæå óñòóïàþò
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Îïðåäåëåíèå ¾áîëüøîé¿ îêðåñòíîñòè

LP:

àâòîìîðôèçì Rn
+ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D äåéñòâóåò íà

ïðÿìî-äâîéñòâåííóþ ïàðó ïî ôîðìóëå (x , p) 7→ (Dx ,D−1p)

ïî-êîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå y = x · p èíâàðèàíòíî

íà öåíòðàëüíîì ïóòè èìååì y = µ · 1, â òî÷êå ðåøåíèÿ çàäà÷è
y = 0

ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
çàäà÷è áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà Rn

++ 3 y

¾áîëüøóþ¿ îêðåñòíîñòü çàäàäèì

N(γ) =

{
y |

maxj yj
minj yj

≤ γ
}

òèïè÷íîå çíà÷åíèå γ ∼ 103
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Îïðåäåëåíèå ¾áîëüøîé¿ îêðåñòíîñòè

SDP:

àâòîìîðôèçì A êîíóñà Sn+ äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

(X ,P) 7→ (AXAT ,A−TPA−1), XP 7→ AXPA−1

ñïåêòð ïðîèçâåäåíèÿ XP èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê
ñîïðÿæåíèþ ñ A

¾áîëüøóþ¿ îêðåñòíîñòü çàäàäèì

N(γ) =

{
y | λmax(XP)

λmin(XP)
≤ γ

}
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Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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